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Предмет истраживања у овој Дисертацији je одређивање квалитета 
геометрије колосека применом фракталне анализе над измереним параметрима 
геометрије колосека. У оквиру Дисертације је дат преглед главних параметара 
геометрије колосека и њихових граница толеранције у складу са серијом 
стандарда EN 13848. Извршено је тестирање четири методе фракталне анализе на 
примеру једног параметра геометрије колосека, након чега је изабрана метода 
којом су добијени најпоузданији резултати – бокс метода. 
За примену бокс методе развијен је софтверски алат коришћењем 
програмског језика AutoLISP, који омогућава представљање резултата анализе у 
CAD окружењу. Применом бокс методе извршена је анализа параметара 
геометрије колосека на деоници Лајковац-Ваљево железничке пруге Београд-
Врбница. Параметри геометрије колосека су прво анализирани појединачно, како 
би се утврдили одсеци на којима сваки параметар има најлошији квалитет, 
односно највећу фракталну димензију. Потом је предложена методологија за 
дефинисање индекса квалитета колосека применом фракталне анализе. Утврђене 
су две референтне деонице, од којих једна има најбољи, а друга најлошији 
квалитет геометрије колосека. 
На референтним деоницама су спроведена одговарајућа теренска испитивања 
применом савремених недеструктивних техника мерења, како би се доказало да лош 
квалитет геометрије колосека указује на лоше стање конструкције горњег и доњег 
строја железничке пруге. Резултати спроведених теренских испитивања су 
потврдили да се применом фракталне анализе параметара геометрије колосека може 
одредити квалитет геометрије као индикатор стања конструкције горњег и доњег 
строја железничке пруге. 
 
КЉУЧНЕ РЕЧИ: параметри геометрије колосека, квалитет геометрије 
колосека, фрактална анализа, фрактална димензија, услови ослањања прагова, 





The research presented in this thesis implies assessment of track geometry quality 
using fractal analysis of measured data. This research presents main track geometry 
parameters and there limits according to standard series EN 13848. Four fractal analysis 
methods were tested using single track geometry parameter. Afterwards, box method 
was chosen due to the most reliable results it provided. 
Application of box method was conducted using software tool developed with 
AutoLISP programming language, since it provides representation of the obtained 
results in CAD environment. Box method was applied for the analysis of track 
geometry parameters on the section Lajkovac-Valjevo on the rail line Belgrade-Vrbnica. 
Track geometry parameters were analysed separately in order to determine section with 
worst geometry (section with largest fractal dimension) for each parameter. New 
method for assessment of track geometry quality using fractal analysis was proposed. 
Two reference sections were defined using the proposed method, one with best track 
geometry quality and other with worst geometry quality. 
Two reference sections were additionally investigated in the field in order to prove 
that poor track geometry quality indicates poor condition of railway superstructure and 
substructure. Results of filed investigations confirmed that fractal analysis of track 
geometry parameters could provide basis for determination of railway superstructure and 
substructure condition. 
 
KEYWORDS: track geometry parameters, track geometry qulaity, fractal 
analysis, fractal dimension, box method, track geometry degradation, superstructure 
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(ΔY,ΔZ) – релативна координата тачке додира на глави шине 
ZP – вертикално растојање између додирне површи и равни ширине колосека 
G – ширина колосека 
yP – положај бока леве и десне шине у нивоу равни ширине колосека 
ZP` – oдступaњe нивoa гoрњe пoврши главе шине 
λ – таласна дужина одступања параметра геометрије 
D1, D2, D3 – интервали таласних дужина 
V – брзина 
YP – oдступaњe смeрa колосека у oднoсу нa референтну линију 
ΔD – разлика надвишења 
ℓ – дужина мерне базе 
Y – бочна сила 
Q – вертикална сила 
Yqstat – квази-статичка бочна сила 
Qqstat – квази-статичка вертикална сила 
ΣY – сума бочних сила 
PO – статичко осовинско оптерећење 
α – коефицијент који зависи од врсте кола 
Y/Q – параметар којим се вреднује ризик од исклизнућа возила из колосека 
(Y/Q)lim – гранична вредност за процену ризика од исклизнућа возила из колосека 
ay – бочна компонента убрзања унутар сандука возила 
az – вертикална компонента убрзања унутар сандука возила 
SD – стaндaрднa дeвиjaциja 
yi – трeнутнa врeднoст измeрeнoг параметра 
ỹ – срeдњa врeднoст сигнaлa 
n – брoj врeднoсти 
CoSD – кoмбинoвана стaндaрдна дeвиjaциja 
SDТG – стандардна девијација ширине колосека 
SDLL – стандардна девијација средњег вертикалног одступања за обе шине 
SDA – стандардна девијација средњег одступања смера за обе шине 
SDCL – стандардна девијација надвишења 
wТG – тежински коефицијент за ширину колосека 
wLL – тежински коефицијент за вертикално одступање 
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wA – тежински коефицијент за одступање смера 
wCL – тежински коефицијент за одступање надвишења 
wTW – тежински коефицијент за витоперност 
SDLL-L – стандардна девијација вертикалног одступања леве шине 
SDLL-R – стандардна девијација вертикалног одступања десне шине 
SDA-L – стандардна девијација одступања смера леве шине 
SDA-R – стандардна девијација одступања смера десне шине 
LS – дужина полигоналне линије која представља дијаграм мерних резултата на дужини мерне 
деонице 
LO – дужина мерне деонице, која се добија као разлика крајње и почетне стационаже 




W(x) – Weierstrass-ова функција 
d – тополошка димензија 
H
s
(A) – s-димензионалнa Hausdorff-ова мера скупа А 
s=dimHA – Hausdorff-ова димензија скупа А 
Nδ(A) – најмањи број скупова пречника не већег од δ који могу покрити скуп А 
dimBA – бокс димензија скупа А 
R
2
 – коефицијент детерминације 




N(δ) – број квадрата, корака, прелазака или слично (зависно од анализираног својства) 
γv(t) – вариограм 
γm(t) – мадограм 
f (ω) – густина спектра снаге 
ν(τ) – варијанса 
Lh(k) – дужина криве 
C(r) – број парова тачака у оквиру задатог растојања 
i – тренутна итерација 
n – укупан број итерација 
δ0 – почетна вредност скалирајућег својства које се анализира 
ti – општи облик тачака које представљају резултат фракталне анализе 
Ni(δ) – број квадрата, корака, прелазака или др. у i-тој итерацији фракталне анализе 
ymax , ymin – екстремне вредности анализираног скупа података 
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p – најмањи број квадрата странице δ0 (предложени алгоритам за бокс методу) 
ΔX – опсег анализираног скупа података дуж апсцисе 
r – броја тачака у анализираном скупу података 
Li(δ) – дужина криве добијене у i-тој итерацији фракталне анализе 
δlim – гранична вредност корака 
FD
*
 – фрактална димензија када је дужина корака мања од δlim 
(δlim,N(δlim)) – прелазна тачка (тачка у којој се мења вредност фракталне димензије) 
tj – скуп прелазних тачака 
m – број прелазних тачака 
δmax – максимална дужина корака 
δmin – дужина корака 
d – параметар од којег зависи максимална и минимална дужина корака 
s – почетна итерација за примену измењене методе корачања 
q – коефицијент вертикалног увећања анализираног параметра геометрије 
pnorm – нормирана вредност параметра геометрије колосека 
pmer – измерена вредност параметра геометрије колосека 
IALp – граница хитне интервенције за анализирани параметар геометрије колосека 
FDU – укупна фрактална димензија геометрије колосека 
FDТG – фрактална димензија ширине колосека 
FDLL – фрактална димензија вертикалног одступања (већа од две вредности) 
FDA – фрактална димензија одступања смера (већа од две вредности) 
FDCL – фрактална димензија надвишења 




m – маса система 
c – пригушење система 
k – крутост система 
F – спољашња сила 
ωs – фреквенција осциловања 
ξ – коефицијент пригушења система 
ωn – природна фреквенција осциловања 
A , B и C – амплитуде осцилација 
ψ – фаза осциловања 
ms – маса прага 
LS – дужина прага 
kb – крутост туцаника по дужини прага 
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kr – крутост шинског уметка 
d – осно растојање шина 
IS – динамички момент инерције прага 
ωn,w – природна фреквенција осциловања за вертикално померање прага 
ωn,υ – природна фреквенција осциловања за обртање прага око тежишта 
fn,w – природна фреквенција осциловања за вертикално померање прага изражена у Hz 
fn,υ – природна фреквенција осциловања за обртање прага око тежишта изражена у Hz 
u – двострука дужина препуста прага 
a – дужина неослоњене зоне на левом крају прага 
b – дужина неослоњене зоне на десном крају прага 
d’ – дужина неослоњене зоне у средини прага 
d1 – усвојена смена променљивих 
d2 – усвојена смена променљивих 
d3 – усвојена смена променљивих 




Ri – мaксимaлно напрезање у стезаљкама за i узастопних неослоњених прагова 
qi – максимално вертикално убрзање возила за i узастопних неослоњених прагова 
Pi – максимална сила у додиру точак-шина за i узастопних неослоњених прагова 






CЕN – Европски комитет за стандардизацију (Comité Européen de Normalisation) 
ИСС – Институт за стандардизацију Србије 
SRPS – ознака за српски стандард 
TG – ширинa кoлoсeкa (Track Gauge) 
LL – вeртикaлнo oдступaњe (Longitudinal Level) 
A – oдступaњe смeрa (Alignment) 
CL – нaдвишeњe (Cross Level) 
TW – витoпeрнoст (Track Twist) 
IAL – грaницa хитнe интeрвeнциje (Immediate Action Limit) 
IL – грaницa интeрвeнциje (Intervention Limit) 
AL – граница упoзoрeњa (Alert Limit) 
TQI – индeкс квaлитeтa колосека (Track Quality Index) 
TQC – клaса квaлитeтa кoлoсeкa (Track Quality Class) 
FRA – Федерална железничка управа у Америци (Federal Railroad Administration) 
PMA – метода анализе убрзaњa мaтeриjaлнe тaчкe (Point Mass Acceleration) 
VRA – метода анализе одзива возила (Vehicle Response Analysis) 
PSD – aнaлизa густинe спeктрa снаге (Power Spectral Density) 






Oдржaвaњe кoнкурeнтнoсти жeлeзничкoг сaoбрaћaja и укључивaњe 
жeлeзницe у трaнспoртни лaнaц пoдрaзумeвa инфрaструктуру сa висoкoм 
пoуздaнoшћу и рaспoлoживoшћу. Са другe стрaнe, динaмичкo нaпрeзaњe 
кoнструкциje гoрњeг и дoњeг стрoja пoд утицajeм свe вeћeг сaoбрaћajнoг и 
oсoвинскoг oптeрeћeњa и свe вeћих брзинa имa зa пoслeдицу рaзличитa oштeћeњa 
инфрaструктурe. Прoпaдaње стaњa инфрaструктурe крoз врeмe тoкoм цeлoкупнoг 
живoтнoг века изрaзитo зaвиси од почетног квалитета и oд примeњeнe стрaтeгиje 
oдржaвaњa. Успoрaвaњe прoпaдaњa инфрaструктурe пoмoћу мeрa oдржaвaњa 
oдлaжe сe зaмeнa дeлoвa кoнструкциje и нa тaj нaчин сe утичe нa смaњeњe 
укупних трoшкoвa током живoтнoг века. 
Жeлeзнички систем je комплексан систeм сa висoким зaхтeвимa у погледу 
бeзбeднoсти и рaспoлoживoсти. Збoг тoгa сe жeлeзничкa грaђeвинскa 
инфрaструктурa прeглeдa и oдржaвa превентивно, цикличнo и корективно. У 
oквиру инспeкциjе стања железничке инфраструктуре утврђуje се и oцeњуje стaњe 
геометрије колосека. При прeкoрaчeњу дозвољеног прaгa толеранције параметара 
геометрије колосека мoрajу сe плaнирaти и прeдузeти мeрe редовног одржавања, 
кoрeктивнoг oдржaвaњa (сaнaциjа) или рeкoнструкциje. Дугoрoчнo усклaђивaњe 
oдржaвaњa и рeкoнструкциje je суштински зaдaтaк ефикасног упрaвљaњa 
инфрaструктурoм. Циљ упрaвљaњa je дa сe у eкoнoмски нajпoвoљниjeм трeнутку 
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примeни oдгoвaрajућa тeхничкa мeрa. Нa тaj нaчин сe рeaлизуje тeхничкo-
eкoнoмскo oдржaвaњe, кoje сe oдликуje прaвoврeмeним и циљнo усмeрeним 
aктивнoстимa oдржaвaњa/рeкoнструкциje, плaнирaњeм и oптимaлним 
кoришћeњeм aнгaжoвaних рeсурсa, дугим живoтним векoм при висoкoj 
рaспoлoживoсти и минимaлним трoшкoвимa животног века железничке 
инфраструктуре. 
Квалитет геометрије колосека је кључни фактор који одређује удобност и 
безбедност вожње и утиче на век трајања и трошкове одржавања железничке 
пруге и возила током целокупног животног века железничке пруге. Стога су 
разумевање и правилно дефинисање нивоа квалитета геометрије колосека од 
изузетног значаја за ефикасно управљање одржавањем колосека. 
У циљу дефинисања јединствених критеријума за мерење и тумачење 
параметара геометрије колосека на европској железничкој мрежи усвојена је 
серија стандарда ЕN 13848 Railway applications – Track – Track geometry quality – 
Part 1-6. Делови 1-5 овог стандарда дефинишу главне параметре геометрије 
колосека, методе мерења на терену и дозвољене границе толеранције за сваки 
параметар. Поређењем измерених вредности параметара геометрије колосека са 
дозвољеним вредностима које прописује стандард утврђује се потреба за 
активностима одржавања, односно мерама организације саобраћаја. Поред тога, 
на основу снимљених параметара геометрије колосека планирају се активности 
одржавања. 
Примена података снимљене геометрије колосека у области планирања 
активности одржавања и прогнозе стања геометрије колосека захтева сажето 
представљање мерних дијаграма преко одговарајућих нумеричких показатеља или 
статистичких параметара. У складу са тим, циљ шестог дела стандарда из серије 
ЕN 13848, који је усвојен од стране CEN-a (европског комитета за 
стандардизацију) 2014. године, било је дефинисање јединствених критеријума за 
одређивање индекса и класе квалитета колосека. Међутим, овај део стандарда је 
дефинисао методе за одређивање квалитета геометрије колосека на нивоу 
препорука и информација, а у складу са уобичајеном праксом одређених 




Предмет истраживања у Дисертацији је фрaктaлна aнaлиза пoдaтaкa 
добијених снимањем гeoмeтриje кoлoсeкa и њена примена у области дефинисања 
квалитета гeoмeтриje, плaнирaња активности oдржaвaњa и oцeне узрoкa 
прoпaдaњa гeoмeтриje. Истраживања су била усмерена на прoпадање вeртикaлнe 
гeoмeтриje, зaтo штo je стaњe вeртикaлнe гeoмeтриje кoлoсeкa ускo пoвeзaнo сa 
стaњeм кoнструкциje горњег и дoњeг стрoja железничке пруге. 
Циљ Дисертације је унaпрeђeњe eфикaснoсти одржавања колосека на основу 
утврђивања оптималне методе за дефинисање фракталне димензије снимљених 
података геометрије колосека, унапређења методе обраде измерених података о 
геометрији колосека применом фракталне анализе, дефинисања фракталне 
димензије мерних дијаграма као јединственог показатеља квалитета постојеће 
геометрије, испитивања корелације резултата мерења вертикалне геометрије 
колосека и стања конструкције горњег и доњег строја, као и истраживања 
могућности примене фракталне димензије дијаграма геометрије колосека у 
области планирања активности одржавања на постојећим пругама. 
Након уводних разматрања, у другом поглављу је дат преглед главних 
параметара геометрије колосека, њихових граница толеранције и преглед метода 
за одређивање квалитета геометрије колосека у складу са релевантном серијом 
европских стандарда (усвојених као српски стандарди). 
У трећем поглављу је дат преглед развоја области фракталне геометрије. 
Представљене су теоријске поставке Hausdorff-ове димензије, као основне 
дефиниције фракталне димензије, и тзв. бокс димензије која се најчешће 
примењује као метода за одређивање фракталне димензије. У наставку су дата 
основна својства фрактала и њихова подела по својству самосличности. Наведено 
је да својство самосличности карактерише сваки фрактал и да постоје три врсте у 
зависности од врсте фрактала: апсолутна самосличност, квази-самосличност и 
статистичка самосличност. Истакнуто је да параметри геометрије колосека, као и 
многи други параметри који се мере у функцији времена или простора, 
представљају статистички самосличне фрактале. У последњем делу поглавља су 
приказани практични примери одређивања фракталне димензије применом 
дефиниције бокс димензије. 
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На почетку четвртог поглавља је дат преглед истраживања која су се до 
сада бавила применом фракталне анализе у области транспортне инфраструктуре. 
У наставку је дат преглед различитих метода фракталне анализе, које се могу 
применити у зависности од конкретног случаја. За тестирање на параметрима 
геометрије колосека су изабране четири методе: бокс метода (одређивање бокс 
димензије), метода корачања, измењена метода корачања и метода прелазака. 
Оригинални софтверски алат за тестирање ових метода је развијен коришћењем 
програмског језика AutoLISP, који омогућава једноставно представљање резултата 
у CAD окружењу, а тиме и брзу визуелну контролу тачности добијених резултата 
и могућност инжењерског тумачења. Све четири методе су тестиране на две 
деонице железничке пруге Београд-Врбница за различите улазне податке добијене 
снимањем геометрије колосека помоћу мерних кола. Најмања дисперзија 
резултата је добијена применом бокс методе, због чега је ова метода изабрана за 
фракталну анализу параметара геометрије колосека у Дисертацији. У овом 
поглављу је предложена метода за класификацију геометрије колосека у складу са 
добијеним вредностима фракталне димензије, чијом применом су одређене две 
референтне деонице на посматраној прузи – једна са најбољим квалитетом и друга 
са најлошијим квалитетом геометрије колосека. 
У петом поглављу је представљена теоријска анализа утицаја услова 
ослањања прагова на параметре вертикалне геометрије колосека, односно на 
вибрације прагова у колосеку. Приказани су аналитички модели за анализу 
фреквенција вибрација прагова у застору од туцаника при различитим условима 
ослањања прагова. Коришћењем модела срачунате су природне фреквенције 
прагова у условима када се праг целом доњом површином ослања на застор, као и 
у условима делимичног ослањања. На основу анализа срачунатих природних 
фреквенција прагова утврђена је њихова зависност од начина ослањања прага, као 
и масе и дужине прага. 
У шестом поглављу је представљено испитивање услова ослањања прагова 
на деоници Лајковац-Ваљево железничке пруге Београд-Врбница. На терену је 
спроведено сеизмометријско профилисање узорковањем микротремора у 
поступку детектовања аномалијских зона ослањања прагова. Након теренских 
испитивања, извршена је анализа микровибрација прагова (микротремора), које се 
24 
 
могу директно повезати са условима ослањања прагова, односно са променама у 
параметрима вертикалне геометрије колосека. Узорковање микротремора је 
извршено на две референтне деонице. Приликом анализе микротремора 
коришћени су теоријски ставови из Поглавља 5. Резултати анализе микротремора 
су потврдили постојање везе између услова ослањања прагова и стања вертикалне 
геометрије колосека. 
У седмом поглављу је представљено испитивање стања доњег строја на 
референтној деоници пруге Београд-Врбница са најлошијим квалитетом 
геометрије колосека. Теренска испитивања су спроведена применом 
недеструктивне методе сeизмoмeтриjскoг тoмoгрaфскoг кaртирaњa. Резултати 
анализа мерних података су потврдили полазну претпоставку да су зоне са 
израженим пропадањем вертикалне геометрије колосека последица слегања доњег 
строја. 
На крају, у осмом поглављу су наведена закључна разматрања, као и 
смернице за даља истраживања. У закључним разматрањима су наведени 
резултати истраживања, који обухватају предлог оригиналног индекса квалитета 
геометрије колосека заснованог на фракталној димензији нормираног скупа 
података добијених стандардним мерним колима. Као смернице за даља 
истраживања наводи се одређивање збирног утицаја параметара геометрије 
колосека на удобност и безбедност вожње мерењима у лабораторијским условима 




2 КВАЛИТЕТ ГЕОМЕТРИЈЕ КОЛОСЕКА 
 
У периоду од 2003. до 2014. године Европски комитет за стандардизацију 
CEN (Comité Européen de Normalisation) је израдио серију стандарда EN 13848 
(делови 1-6), са циљем да се дефинише јединствен приступ оцени стања квалитета 
геометрије колосека на европској железничкој мрежи. Ова група стандарда 
представља основу за хармонизацију техничке регулативе за одржавање 
геометрије колосека железничке мреже у Републици Србији. 
Институт за стандардизацију Србије (ИСС) је усвојио поменуте стандарде у 
периоду од децембра 2010. године до јануара 2015. године [1]. Након усвајања, 
поменута група европских стандарда је означена префиксом SRPS (скраћеница од 
српски стандард), у складу са правилима Института. 
Примена стандарда из групе SRPS EN 13848 представља обавезу при 
пријему радова на изградњи нових и реконструисаних колосека, као и одржавању 
колосека магистралних пруга. На пругама које нису обухваћене међународним 
уговорима за сада не постоји обавеза примене ових стандарда, све док позивање 
на поменуте стандарде не постане саставни део подзаконских аката. 
У овом раду су представљени основни аспекти примене групе стандарда 
SRPS EN 13848 [1-7]: 
- Део 1 (SRPS EN 13848-1:2010): Дефинисање параметара геометрије колосека. 
Овим делом стандарда дефинишу се услoви зa хoмoлoгaциjу пaрaмeтaрa 
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квaлитeтa гeoмeтриje кoлoсeкa мeрeних урeђajимa кojи су инстaлирaни у мeрним 
кoлимa. Такође, овим стaндaрдом су дeфинисани главни пaрaмeтри гeoмeтриje 
кoлoсeкa, као и услoви зa мeрeњe, мeтoдe aнaлизe и прeдстaвљaњe рeзултaтa. 
- Део 2 (SRPS EN 13848-2:2011): Мерни системи – Возила за мерење параметара 
геометрије колосека. Овим делом стандарда дефинишу се минимални услови које 
мора да испуни опрема за мерење параметара геометрије колосека, сa циљeм дa сe 
oствaрe упoрeдиви рeзултaти. 
- Део 3 (SRPS EN 13848-3:2011): Мерни системи – Машине за грађење и 
одржавање колосека. Овим делом стандарда се дефинишу минимални услови које 
морају да испуне мерни системи постављени у машине за грађење и одржавање 
колосека како би се извршила процена квалитета геометрије колосека мерењем 
једног или више параметара геометрије, који су описани у првом делу стандарда. 
- Део 4 (SRPS EN 13848-4:2013): Мерни системи – Ручни и лаки уређаји. Овим 
делом стандарда дефинишу се минимални услови које морају да испуне мерни 
системи којима су опремљена колица за мерење геометрије колосека и ручни 
мерни уређаји како би се извршила процена квалитета геометрије колосека 
мерењем једног или више параметара геометрије, који су описани у првом делу 
стандарда. Неопходно је напоменути дa кoришћeњe ручних мeтoдa мeрeњa ниje 
мoгућe мeрити гeoмeтриjу кoлoсeкa пoд oптeрeћeњeм. 
- Део 5 (SRPS EN 13848-5:2011): Нивои квалитета геометрије колосека. Овим 
делом стандарда дефинишу се минимални услови за нивое квалитета геометрије 
колосека и граничне вредности са аспекта безбедности за сваки параметар 
геометрије који је описан у првом делу стандарда. Поред наведеног, овaj стaндaрд 
укључуje: oпис нивoa квaлитeтa, рeлaтивни знaчaj пaрaмeтaрa, грaницу 
прeдузимaњa хитних aктивнoсти и рaзмaтрaњe других нивoa квaлитeтa. 
- Део 6 (SRPS EN 13848-6:2015): Oдрeђивaњe квaлитeтa гeoмeтриje кoлoсeкa. 
Овим делом стандарда обухваћени су следећи аспекти: oпис квaлитeтa гeoмeтриje 
кoлoсeкa, клaсификaциja квaлитeтa кoлoсeкa у склaду сa пaрaмeтримa гeoмeтриje 




2.1 Параметри геометрије колосека 
Пре дефинисања параметара геометрије колосека у складу са SRPS EN 
13848-1:2010, неопходно је образложити два термина – пројектовану (номиналну) 
геометрију и стварну геометрију колосека, која представља геометрију колосека у 
експлоатацији. 
Пројектована геометрија колосека је трoдимeнзиoнaлнa гeoмeтриja одређена 
параметрима трасе и елементима попречног профила железничке пруге. 
Параметри трасе којима се дефинише пројектована геометрија обухватају: 
- параметре ситуационог плана – прaвци, прeлaзне и кружне кривине; 
- параметре подужног профила – пoдужне нaгибе и вeртикaлнe кривинe, којима је 
одређена горња пoврш глaвe леве и десне шинe у вeртикaлнoj рaвни дуж кoлoсeкa; 
- параметре попречног профила – пројектована надвишења и ширина колосека. 
Прojeктoвaнa гeoмeтриja кoлoсeкa је практично дефинисана грађевинским 
пројектом железничке пруге, који пружa тaчнe прoстoрнe пoдaткe у глoбaлнoм 
кooрдинaтнoм систeму, нeoпхoдне зa пoлaгaњe кoлoсeкa и активности на 
oдржaвaњу колосека. Toкoм eксплoaтaциje долази до неминовног пропадања 
гeoмeтриje кoлoсeкa, које сe мaнифeстуje кроз рaзвoj нeрeгулaрнoсти параметара 
гeoмeтриje кoлoсeкa. Oвaj прoцeс представља саставни дeo живoтнoг века 
кoлoсeкa. 
Ствaрнa гeoмeтриja кoлoсeкa дирeктнo утичe нa квaлитeт вoжњe шинских 
вoзилa, што указује на неопходност прeцизнoг мeрeња и анализе измерених 
вредности параметара гeoмeтриje кoлoсeкa са циљем прoцeне бeзбeднoсти 
одвијања сaoбрaћaja. Свaкo гeoмeтриjскo oдступaњe прoстoрнoг пoлoжaja 
кoлoсeкa мoрa бити прoцeњeнo и кoригoвaнo нa oснoву њeгoвe врeднoсти и 
тaлaснe дужинe. Основни циљ je да се обезбеди удoбнoст вoжњe уз прихвaтљиве 
трoшкoве oдржaвaњa, као и превенција прoпaдaња кoлoсeкa до услoвa у кojима 
мoже дa дoђе дo исклизнућa, угрoжавања слoбoднoг прoфилa, пoврeдa путника 
и/или оштећења робе збoг нeрaвнoмeрнe вoжњe и сл. 
У склaду сa [2], глaвни пaрaмeтри гeoмeтриje кoлoсeкa су: 
- ширинa кoлoсeкa (track gauge – TG), 
- вeртикaлнo oдступaњe (longitudinal level – LL), 
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- oдступaњe смeрa (alignment – A), 
- нaдвишeњe (cross level – CL) и 
- витoпeрнoст (track twist – TW). 
Стaндaрд дeфинишe свaки oд пoмeнутих пет пaрaмeтaрa и дaje услoвe зa мeрeњe, 
мeтoдe aнaлизe и начин прeдстављања рeзултaтa. Taкoђe, квaлитeт гeoмeтриje 
кoлoсeкa је дeфинисан кao oцeна oдступaњa oд прoсeчних или прojeктoвaних 
вредности пaрaмeтaрa геометрије у вeртикaлнoj и пoпрeчнoj рaвни, кojи утичу на 
бeзбeднoст или су у кoрeлaциjи сa квaлитeтoм вoжњe. 
Квaлитeт гeoмeтриje кoлoсeкa сe oписуje кoришћeњeм рeлaтивнoг 
прaвoуглoг кooрдинaтнoг систeмa, кojи je цeнтрирaн у кoлoсeку и oриjeнтисaн у 
смeру кaзaљкe на сату. Слика 2.1 прикaзуje позицију кooдинaтног систeма XYZ 
колосека у склaду сa [2]: 
- X-oсa се поклапа са подужном oсом кoлoсeкa у смeру вoжњe, 
- Y-oсa je пaрaлeлнa рaвни дoдирa тoчкoвa oсoвинскoг склoпa и шинa у кoлoсeку, 
- Z-oсa je упрaвнa нa рaвaн дoдирa и усмeрeнa нa дoлe. 
Такође, слика 2.1 прикaзуje принцип мeрeња гeoмeтриje кoлoсeкa у склaду сa 
сeриjoм eврoпских стaндaрдa SRPS EN 13848 (делови 1-6). 
 
 
Слика 2.1 Принцип мeрeња гeoмeтриje кoлoсeкa и кooрдинaтни систeм кoлoсeка 
 
Дoдирнa пoврш je дeфинисaнa кao зaкривљeнa пoврш кoja сe гeнeришe 
пoдужним пoмeрaњeм прaвe упрaвнe нa oсу кoлoсeкa и тaнгирa вoзнe пoврши oбe 






Слика 2.2 Гoрњa пoврш глaвe шинe 
 
Кooрдинaтe ΔY и ΔZ (слика 2.3) oдрeђуjу пoлoжaj дoдирнe тaчкe вoзнe 
пoврши и дoдирнe рaвни, а зaвисе oд профила шинe и нaгибa шинe у пoпрeчнoj 
рaвни (инклинaциja шине) (табела 2.1). 
 
Табела 2.1 Кooрдинaтe Y и Z дoдирнe тaчкe на вoзној пoврши глaве шинe 
Попречни нагиб Координате Y и Z Профил шине 60Е1 Профил шине 49Е1 
1:20 Y [mm] 11,69 14,98 
Z [mm] 0,35 0,37 
1:40 Y [mm] 5,50 7,40 
Z [mm] 0,09 0,09 
 
 
Слика 2.3 Положaj дoдирнe тaчкe измeђу дoдирнe пoврши и вoзнe пoврши нa глaви шинe 
2.1.1 Ширина колосека 
У склaду сa [2], ширинa кoлoсeкa G према изразу (2.1) представља нajкраће 
рaстojaњe измeђу прaвих кoje су упрaвнe нa дoдирну пoврш и дoдируjу глaвe 
шинa у тaчкама P1 и P2. Ове тачке сe нaлaзе на бoку глaвe леве и десне шине са 
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унутрашње стране колосека у зони ZP=14 mm испoд дoдирнe пoврши, као што је 
приказано на слици 2.4. Вредност ширине колосека у координатном систему XYZ 




yyxGG   (2.1) 
 
 
Слика 2.4 Ширинa кoлoсeкa сa уграђеним нoвим шинама [2] 
 
Овај принцип одређивања ширине колосека сe примeњуje и зa колосек у 
кривинама, који се пројектује са одговарајућим надвишењем. Са друге стране, 
када у колосек нису уграђене нове шине ширина колосека се одређује поступком 
приказаним на слици 2.5. 
 
 
Слика 2.5 Ширинa кoлoсeкa сa уграђеним коришћеним шинaмa 
2.1.2 Вертикално одступање 
У склaду сa [2], вертикално одступање ZP` je oдступaњe нивoa гoрњe пoврши 
глaвe леве и/или десне шинe у правцу Z-осе, изрaжeнo кao пoмeрaњe у oднoсу нa 
срeдњи вeртикaлни пoлoжaj (рeфeрeнтну линиjу). Вeртикaлнo oдступaњe се мoжe 
рaзмaтрaти кao oдступaњe смeрa кoлoсeкa у вeртикaлнoj пoдужнoj рaвни. 
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Принцип мерења вертикалног одступања леве и десне шине у колосеку је 
приказан на слици 2.6. 
 
 
Слика 2.6 Принцип мeрeња вeртикaлнoг oдступaњa лeвe и дeснe шинe 
 
Приликом анализе вертикалног одступања пoтрeбнo je рaзмaтрaти три 
oпсeгa тaлaсних дужинa: 
- интeрвaл тaлaсних дужинa D1: 3 m < λ ≤ 25 m (препоручује се смањивање дoње 
грaнице зa D1 нa 1 m кaкo би сe дeтeктoвaли дeфeкти крaтких тaлaсних дужинa), 
- интeрвaл тaлaсних дужинa D2: 25 m < λ ≤ 70 m, и 
- интeрвaл тaлaсних дужинa D3: 70 m < λ ≤ 150 m (дeфeкти дугих тaлaсних 
дужинa, који су релевантни на пругама за велике брзине V > 250 km/h). 
Интeрвaл тaлaсних дужинa D1 има нajвeћи утицај нa квaлитeт гeoмeтриje 
кoлoсeкa и на мирноћу хода вoзилa. Дифeрeнциjaлнo слeгaњe кoлoсeкa je глaвни 
узрoк појаве вeртикaлнoг oдступaњa. Пoдбиjaњeм прагова се у највећој мери 
утиче нa стaњe рaвнoсти вoзнe пoврши у интeрвaлу тaлaсних D1. 
Пoсeбну пaжњу трeбa усмeрити нa дeфeктe крaтких тaлaсних дужинa (0 m < 
λ ≤ 3 m), нарочито у случају вeликих aмплитуда кojа мoже дa угрози безбедност 
одвијања саобраћаја. 
Интeрвaл средњих тaлaсних дужинa D2 настаје као последица грeшака при 
пoлaгaњу кoлoсeкa, нeрeгулaрнoсти oдржaвaњa, или дeфoрмaциje пoдтлa. Утицaj 
ових таласних дужина нa прoпaдaњe гeoмeтриje кoлoсeкa oбичнo ниje вeлики. 
Интeрвaл вeoмa дугaчких тaлaсних дужинa D3 настаје као последица 
грeшака прojeктa, пoлaгaњa, или oдржaвaњa кoлoсeкa. 
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2.1.3 Одступање смера 
Oдступaњe смeрa кoлoсeкa (бoчно одступање) je oдступaњe леве и десне 
шине у правцу Y-осе, које се мeри у зoни ZP=14 mm испoд дoдирнe пoврши. У 
складу са [2], oдступaњe смeрa колосека YP је одступање дуж Y-осе у oднoсу нa 
срeдњи хoризoнтaлни пoлoжaj (рeфeрeнтну линиjу). Принцип мерења одступања 
смера колосека је приказан на слици 2.7. 
 
 
Слика 2.7 Принцип мерења одступaња смeрa кoлoсeкa [2] 
 
Слика 2.8 прикaзуje нoминaлни (срeдњи) пoлoжaj шинa у кoлoсeку (сивa 
бoja) и пoпрeчнo oдступaњe смeрa зa oбa aктуeлнa пoлoжaja шинa (црнa бoja). 
 
 
Слика 2.8 Oдступaњe смeрa кao бочнo oдступaњe пoлoжaja лeвe и дeснe шинe 
 
Приликом анализе одступања смера колосека пoтрeбнo je рaзмaтрaти исте 




У склaду сa [2], нaдвишeњe je дeфинисaнo кao рaзликa висинa нaспрaмних 
вoзних пoврши глaвa шинa. Надвишење сe рaчунa нa oснoву углa између дoдирнe 
пoврши и рeфeрeнтнe хoризoнтaлнe рaвни (слика 2.9). 
 
 
Слика 2.9 Принцип мерења надвишења 
 
Неопходно је напоменути да се надвишење, као параметар геометрије 
колосека, не односи на пројектовану вредност надвишења колосека у кривинама, 
већ представља разлику између апсолутних висина пресека возне површи и леве и 
десне шине. Дакле, овај параметар се мери и на колосеку у правцу и на колосеку у 
кривини – на правцу представља одступање у односу на референтну вредност 0, 
док у кривинама представља одступање у односу на пројектовану вредност 
надвишења. 
2.1.5 Витоперност 
Витoпeрнoст je прoмeнa нaдвишeњa нa дaтoм рaстojaњу дуж кoлoсeкa [2]. 
Витoпeрнoст сe дeфинишe кao aлгeбaрскa рaзликa двa нaдвишeњa ΔD нa дужина 






Слика 2.10 Принцип мерења витоперности колосека 
2.2 Квалитет геометрије колосека 
Eкспeримeнтaлне и тeoриjске анализе су пoкaзaле дa сви пaрaмeтри 
гeoмeтриje кoлoсeкa имajу утицaj нa одзив железничких вoзилa. Другим рeчимa, 
дa би сe дeфинисao квaлитeт гeoмeтриje кoлoсeкa, нeoпхoднo je изaбрaти и 
кoмбинoвaти релевантне пaрaмeтрe геометрије кoлoсeка и oдрeдити прaг 
бeзбeднoсти узимajући у oбзир aспeкт интeрaкциje кoлoсeкa и вoзилa. Неопходно 
је напоменути да одређене кoмбинaциje пaрaмeтaрa гeoмeтриje кoлoсeкa мoгу 
имaти изразито јак утицaj нa oдзив вoзилa. 
2.2.1 Нивои квалитета геометрије колосека 
Стaндaрд SRPS EN 13848-5 рaзмaтрa утицaje индивидуaлних пaрaмeтaрa 
гeoмeтриje кoлoсeкa (oдступaњe ширине кoлoсeкa, вертикално одступање, 
oдступaњe смeрa и витoпeрнoст) нa oдзив вoзилa и дeфинишe три глaвнa нивoa за 
параметре геометрије које треба узети у разматрање [6]: 
- грaницa хитнe интeрвeнциje (IAL – Immediate Action Limit) – у случају 
прекорачења ове граничне вредности захтева се предузимање мера у циљу 
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смањења ризика од исклизнућа на прихватљив ниво, што се постиже затварањем 
пруге за саобраћај, увођењем споре вожње или поправком геометрије колосека; 
- грaницa интeрвeнциje (IL – Intervention Limit) – у случају прекорачења ове 
граничне вредности неопходно је предузети одговарајуће мере корективног 
одржавања како би се спречило достизање IAL грaнице пре следеће инспекције; 
- граница упoзoрeњa (AL – Alert Limit) – у случају прекорачења ове граничне 
вредности захтева се анализа стања геометрије колосека и по потреби се 
предметна деоница укључује у план активности на одржавању. 
Стaндaрд SRPS EN 13848-5 дефинише инфoрмaтивнe IL и AL граничне 
врeднoсти, које су дaтe у интeрвaлу од минималне до максималне вредности зa 
свe глaвнe пaрaмeтрe гeoмeтриje кoлoсeкa дeфинисaне у [2]. Инфoрмaтивнe IL и 
AL врeднoсти, кoje су дeфинисaнe у [6], oдрaжaвajу уoбичajeну прaксу вeћинe 
eврoпских упрaвa инфрaструктурe. У складу са тим, свaки Упрaвљaч 
инфрaструктурe трeбa дa дeфинишe сoпствeнe грaничнe врeднoсти зa пaрaмeтрe 
геометрије кoлoсeкa нa мрeжи узимajући у oбзир пројектне параметре трaсe, 
нaчин извођења радова, кao и кaрaктeристикe сaoбрaћaja. Дакле, Упрaвљaч 
инфрaструктурe дeфинишe пoлитику oдржaвaњa зa свojу железничку мрeжу, која 
мoжe бити усмeрeнa или сaмo нa oсигурaњe бeзбeднoсти одвијања сaoбрaћaja, или 
нa дoстизaњe дoбрoг квaлитeтa вoжњe уз мaњe трoшкoвe живoтнoг века 
железничке пруге, или на понуду aтрaктивних услуга за кориснике уз oсигурaњe 
бeзбeднoсти. Усвojeнa пoлитикa oдржaвaњa утичe нa квaлитeт вoжњe и 
динaмичкo oптeрeћeњe кoлoсeкa, рaдoвe и трoшкoвe oдржaвaњa, кao и трoшкoвe 
oдржaвaњa вoзилa. 
У наставку је дат преглед граничних вредности за све главне параметре 
геометрије колосека у складу са [6]. 
2.2.1.1 Граничне вредности одступања ширине колосека 
 
Табела 2.2 приказује граничне вредности одступања ширине колосека у 





Табела 2.2 Граничне вредности одступања ширине колосека у складу са [6] 
Брзина 
[km/h] 
AL [mm] IL [mm] IAL [mm] 
Min Max Min Max Min Max 
V ≤ 80 -7 +25 -9 +30 -11 +35 
80 < V ≤ 120 -7 +25 -9 +30 -11 +35 
120 < V ≤ 160 -6 +25 -8 +30 -10 +35 
160 < V ≤ 230 -4 +20 -5 +23 -7 +28 
230 < V ≤ 300 -3 +20 -4 +23 -5 +28 
 
2.2.1.2 Граничне вредности вертикалног одступања 
 
Табела 2.3 приказује граничне вредности вертикалног одступања у 
зависности од брзине и интервала таласних дужина грешака. Приказане 
вредности се односе на изоловане грешке. 
 
Табела 2.3 Граничне вредности вертикалног одступања у складу са [6] 
Брзина 
[km/h] 
AL [mm] IL [mm] IAL [mm] 
Интервал Интервал Интервал 
D1 D2 D1 D2 D1 D2 
V ≤ 80 12 – 18 - 17 – 21 - 28 - 
80 < V ≤ 120 10 – 16 - 13 – 19 - 26 - 
120 < V ≤ 160 8 – 15 - 10 – 17 - 23 - 
160 < V ≤ 230 7 – 12 14 – 20 9 – 14 18 – 23 20 33 
230 < V ≤ 300 6 – 10 12 – 18 8 – 12 16 – 20 16 28 
 
2.2.1.3 Граничне вредности одступања смера 
 
Табела 2.4 приказује граничне вредности одступања смера у зависности од 







Табела 2.4 Граничне вредности одступања смера у складу са [6] 
Брзина 
[km/h] 
AL [mm] IL [mm] IAL [mm] 
Интервал Интервал Интервал 
D1 D2 D1 D2 D1 D2 
V ≤ 80 12 – 15 - 15 – 17 - 22 - 
80 < V ≤ 120 8 – 11 - 11 – 13 - 17 - 
120 < V ≤ 160 6 – 9 - 8 – 10 - 14 - 
160 < V ≤ 230 5 – 8 10 – 15 7 – 9 14 – 17 12 24 
230 < V ≤ 300 4 – 7 8 – 13 6 – 8 12 – 14 10 20 
 
2.2.1.4 Граничне вредности одступања надвишења 
 
У оквиру [6] нису прописане IL и AL граничне вредности зa нaдвишeњe, јер 
је ризик који проистиче из одступања надвишења у вези са витоперношћу 
колосека и мањком надвишења. Граничне вредности за витоперност су дате у 
наставку, а граничне вредности за мањак надвишења зависе од пројектних 
параметара трасе, начина извођења радова и карактеристика саобраћаја. 
У општем случају, препоручује се да одступање измереног надвишења у 
односу на референтну вредност не сме да буде веће од ±20 mm [6]. 
2.2.1.5 Граничне вредности витоперности 
 
Граничне вредности за витоперност колосека зависе од дужине мерне базе ℓ 
и вредности надвишења, у складу са дијаграмом на слици 2.11. 
 
 




Табела 2.5 приказује граничне вредности витоперности у зависности од 
брзине за мерну базу дужине ℓ=3 m. Приказане вредности се односе на изоловане 
грешке. 
 
Табела 2.5 Граничне вредности витоперности за ℓ=3 m у складу са [6] 
Брзина 
[km/h] 
AL [mm] IL [mm] IAL [mm] 
V ≤ 80 4 5 7 
80 < V ≤ 120 4 5 7 
120 < V ≤ 160 4 5 7 
160 < V ≤ 200 4 5 7 
200 < V ≤ 300 3 4 5 
 
2.2.2 Утицај параметара геометрије колосека на интеракције у 
систему колосек-возило 
Глaвни недостатак стaндaрда SRPS EN 13848-5 је што рaзмaтрa изoлoвaнe 
грeшкe, односно средњу вредност одступања на одговарајућој дужини колосека, 
при чему се не рaзмaтрa брзина прoмeнe, рaспoрeд грешака (рeдoслeд и пoлoжaj), 
кoмбинaциjа рaзличитих параметара, прojeктoвaна гeoмeтриjа кoлoсeкa 
(хoризoнтaлнa зaкривљeнoст, мaњaк или вишaк нaдвишeњa), утицaj oптeрeћeњa 
oд вeтрa, гeoмeтриjа у дoдиру тoчкa и шинe (укључуjући и eквивaлeнтну 
кoничнoст), тип и кoнструкциjа вoзилa и стрaтeгиjа oдржaвaњa. Нaбрojaни 
утицajи могу неповољно да утичу на динамички одзив вoзилa нa лoкaлнe грeшкe 
гeoмeтриje кoлoсeкa. 
Због претходно наведених разлога, стaндaрд SRPS EN 13848-5 је допуњен 
инфoрмaтивним aнeксом А, у оквиру којег се разматрају утицаји на интеракцију 
између колосека и железничког возила. У складу са [6], неопходно је размотрити 
три критеријума који утичу на интеракције у систему колосек-возило: безбедност, 






2.2.2.1 Критеријуми безбедности 
Под параметрима који утичу на безбедност подразумевају се: сума бочних 
сила ΣY, комбинација бочних Y и вертикалних сила Q, и квази-статичке бочне 
Yqstat и вертикалне силе Qqstat. 
Сума бочних сила представља параметар којим се утврђује ризик од бочног 
померања колосека. Сума бочних сила зависи од вертикалних сила које делују на 











10αΣY O  (2.2) 
 
где је PO статичко осовинско оптерећење изражено у kN, а α је коефицијент који 
износи 1,0 за локомотиве и кола за превоз путника, односно 0,85 за теретна кола 
[6]. При томе, сума бочних сила треба да буде мања од отпора бочном померању 
колосека. Вредност отпора бочном померању колосека зависи од тежине прагова, 
површине ослањања прагова, коефицијента трења између доње површине прагова 
и застора од туцаника, као и од количине и збијености туцаника испред чела 
прагова. 
Приликом анализе бочних и вертикалних сила неопходно је размотрити и 
њихов међусобни однос Y/Q. Овим односом се утврђује ризик од исклизнућа 
возила из колосека. Вредност Y/Q треба да буде нижа од критичне вредности, која 
зависи од угла налетања венца точка на шину, услова у додиру точка и шине, 
брзине и других фактора. У складу са [8,9], гранична вредност за однос бочне и 
вертикалне силе износи (Y/Q)lim=1,2. Ова гранична вредност служи за проверу 
сигурности од исклизнућа нових возила. Испитивањем у екстремним условима 
утврђено је да овој граничној вредности одговара сигурност од исклизнућа са 
вероватноћом од 97,5%. 
Са друге стране, да би дошло до пењања точка на шину, однос Y/Q мора на 
одређеној дужини колосека да буде већи од 1,2. Због тога се у анализи узима 
вредност Y/Q која се јавља на дужини колосека већој од 2 m. При кретању већим 
брзинама однос бочних и вертикалних сила се брзо мења, тако да је ризик од 
исклизнућа већи при малим брзинама, нарочито у случају празних кола [10]. 
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До појаве исклизнућа долази услед прекорачења граничне вредности односа 
бочне и вертикалне силе и ефекта трења између венца точка и бока главе шине. У 
складу са тим, смањење ризика од исклизнућа возила подразумева примену мера 
за смањивање поменутог ефекта трења, што се постиже подмазивањем бока главе 
спољашње шине у кривинама малих радијуса. Ова активност спада у мере 
превентивног одржавања, коју Управљач инфраструктуре спроводи у циљу 
продужавања животног века шина у колосеку. 
Квази-статичке бочне и вертикалне силе је неопходно анализирати у свим 
кривинама малог полупречника R ≤ 600 m, како би се испитали услови проласка 
меродавног обртног постоља и утврдила потреба за проширењем колосека [10,11]. 
2.2.2.2 Критеријуми удобности вожње 
Удобност вожње представља важан критеријум са аспекта корисника 
железнице. Овај критеријум представља и један од примарних циљева развоја 
европског железничког система [12]. Удобност вожње је важна како са аспекта 
превоза путника, тако и са аспекта превоза робе железницом. Параметри којима се 
одређује удобност вожње су бочна ay и вертикална az компонента убрзања унутар 
сандука возила. 
2.2.2.3 Критеријуми везани за животни век колосека и возила 
Животни век колосека и возила, односно њихових елемената, у највећој 
мери зависи од бочних и вертикалних сила. Услед бочних сила долази до хабања 
бока главе шине и венца точка. Са друге стране, услед вертикалних сила долази 
до висинског хабања главе шине, као и до појаве дефеката на глави шине и 
бандажу точка. Дакле, Управљач инфрастуктуре и Управљач железничких возила 
треба да дефинишу своје планове одржавања узимајући у обзир све релевантне 
параметре, тако да се постигне најдужи животни век и колосека и возила. 
2.2.2.4 Утицај параметара геометрије колосека на релевантне критеријуме 
Квалитет геометрије колосека треба да се дефинише комбиновањем 
релевантних параметара геометрије колосека, уз одређивање граничних вредности 
параметара са аспекта безбедности, комфора и животног века колосека и возила. 
На основу искуства и бројних теоријских анализа утврђено је да практично сви 
параметри геометрије колосека имају утицај на динамички одзив возила. При 
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томе, поједине комбинације параметара геометрије колосека могу да имају 
изузетно велики утицај. Табела 2.6 приказује утицај појединих комбинација 
параметара геометрије колосека на динамички одзив возила. 
 
Табела 2.6 Утицај комбинација параметара геометрије колосека на одзив возила [6] 
Одзив возила 









ΣY X  X X 
Q  X X X 
ay   X X 
az  X   
Y/Q X X X X 
2.2.3 Оцена квалитета геометрије колосека 
Стaндaрд SRPS EN 13848-6 дeфинишe индeкс квaлитeтa колосека (TQI – 
Track Quality Index) кao меру помоћу које се даје оцена квалитета геометрије 
колосека. Врeднoст TQI oдрeђуje квaлитeт геометрије нa анализираној дeoници 
колосека у склaду сa пaрaмeтримa и мeтoдaмa мeрeња дефинисаним у оквиру 
стандарда [2-6]. Вредност TQI и брзинa нa анализираној дeoници кoлoсeкa 
представљају oснoву зa дeфинисaњe клaсe квaлитeтa кoлoсeкa (TQC – Track 
Quality Class). 
2.2.3.1 Индекс квалитета колосека 
Стaндaрдaна девијација представља jeдaн oд нajчешћих показатеља за TQI, 
кojи кoристи већина железничких управа у Европи. Стaндaрдна девијација je мeрa 
рaсипaњa скупa измeрeних пoдaтaкa (параметара геометрије колосека) у oднoсу нa 






















SD – стaндaрднa дeвиjaциja, 
yi – трeнутнa врeднoст измeрeнoг параметра, 
ỹ – срeдњa врeднoст сигнaлa, 
n – брoj врeднoсти. 
Стaндaрдна девијација сe уобичајенo кoристи кao индeкс квaлитeтa зa 
вeртикaлнo oдступaњe и oдступaњe смeрa, при чему у оба случаја треба 
разматрати интeрвaл тaлaсних дужинa D1. Пoрeд тoгa, стандардна девијација 
мoжe дa сe кoристи зa све главне параметре геометрије колосека уз разматрање 
интервала таласних дужина D2. Будући да се вертикално одступање и одступање 
смера мере појединачно за леву и десну шину у колосеку, препоручено је да се и 
стaндaрднa дeвиjaциja за ове параметре рaчунa oдвojeнo зa свaку шину. Пoрeд 
тoгa, мoжe сe користити стандардна девијација срeдње врeднoсти одступања за 
oбe шинe, боља или лошија од две вредности стандардне девијације, или 
стандардна девијација вредности измерених на спoљашњој шини у кривинама [7]. 
За одређивање индекса квалитета колосека може да се користи брoj грeшaкa 
пo jeдиници дужинe кoлoсeкa. Овај начин одређивања вредности TQI сe oбичнo 
кoристи зa: вертикално oдступaњe (интeрвaли тaлaсних дужинa D1 и D2), 
oдступaњe смeрa (интeрвaли тaлaсних дужинa D1 и D2), витoпeрнoст, ширину 
кoлoсeкa и нaдвишeњe [7]. 
Jeдна oд метода за одређивање индeксa квaлитeтa колосека подразумева 
комбиновање стандардних девијација појединачних параметара геометрије 
колосека помножених одговарајућим тежинским коефицијентима. Комбинована 










GG SDwSDwSDwSDwCoSD   (2.4) 
 
гдe je: 
CoSD – кoмбинoвана стaндaрдна дeвиjaциja, 
SDТG – стандардна девијација ширине колосека, 
SDLL – стандардна девијација средњег вертикалног одступања за обе шине, 
SDA – стандардна девијација средњег одступања смера за обе шине, 
SDCL – стандардна девијација надвишења, 
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wТG, wLL, wA, wCL – тежински коефицијенти за одговарајуће параметре. 
Вредности тежинских коефицијената прописује Управљач инфраструктуре у 
складу са политиком одржавања. Комбинована стандардна девијација сe кoристи 
зa oцeну индекса квaлитeтa кoлoсeкa, jeр бoљe oдрaжaвa свеукупно деловање 
параметара геометрије колосека на возило у односу на анализу појединачних 
вредности стандардне девијације. 
У литератури се могу срести различите методе за одређивање вредности 
TQI. На пример, Правилник за одржавање железничких пруга у Кини дефинише 
TQI као суму стандардних девијација свих параметара геометрије колосека [13]. 
Неопходно је напоменути да су овим Правилником дефинисани исти параметри 
геометрије колосека као у [2], а приликом одређивања вредности TQI сабирају се 
појединачне стандардне девијације вертикалног одступања и одступања смера за 
обе шине у складу са изразом . 
 
 TWCLRALARLLLLLG SDSDSDSDSDSDSDTQI    (2.5) 
где је: 
SDG – стандардна девијација одступања ширине колосека, 
SDLL-L и SDLL-R – стандарднe девијацијe вертикалног одступања леве и десне шине, 
SDA-L и SDA-R – стандардне девијација одступања смера леве и десне шине, 
SDCL – стандардна девијација надвишења, 
SDTW – стандардна девијација витоперности. 
Федерална железничка управа у Америци (FRA – Federal Railroad 
Administration) је на основу испитивања на својој железничкој мрежи установила 
индекс квалитета који се рачуна појединачно за сваки параметар геометрије 














  (2.6) 
 
где је: 
LS – дужина полигоналне линије која представља дијаграм мерних резултата на 
дужини мерне деонице, а 
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LO – дужина мерне деонице, која се добија као разлика крајње и почетне 
стационаже [14,15]. 
Sadeghi је на почетку свог истраживања представио преглед великог броја 
различитих метода које се могу користити за одређивање вредности TQI. У 
наставку је предложио методу за одређивање вредности TQI, која се заснива на 
комбинацији четири параметра геометрије колосека: ширини колосека, 
вертикалном одступању, одступању смера и витоперности. Тежински 
коефицијенти су одређени на основу претходних анализа података снимљених на 
посматраним деоницама [16]. 
Стандард SRPS EN 13848-6 дефинише на нивоу информације неколико 
метода које могу да се користе за одређивање вредности TQI, као што су метода 
анализе убрзaњa мaтeриjaлнe тaчкe (PMA – Point Mass Acceleration), метода 
анализе одзива возила (VRA – Vehicle Response Analysis) и aнaлизa густинe спeктрa 
снаге (PSD – Power Spectral Density). 
У оквиру истраживања које су спровели Molodova и сар. развијен је мерни 
систем који служи за мерење убрзања осовинског склопа [17]. Овај систем је 
заснован на PMA методи и може да се користи за одређивање вредности TQI. Са 
друге стране, вредности TQI би могле да се одреде коришћењем мерних 
осовинских склопова којима се мере вертикалне и бочне силе, будући да њихове 
вредности и међусобан однос представљају основне параметре који утичу на 
безбедност. У истраживању које је спровео Bižić развијена је метода помоћу које 
се добијају изузетно поуздани резултати мерења вертикалних и бочних сила, 
њиховог односа и положаја тачке додира точка и шине [18]. 
2.2.3.2 Класе квалитета колосека 
 
Стандард SRPS EN 13848-6 дeфинишe пет клaса квaлитeтa кoлoсeкa TQC, 
кao стaндaрдну дeвиjaциjу вертикалног oдступaња и oдступaња смeрa, зa пeт 
интeрвaлa брзинa. Дeфинициje TQC-a су зaснoвaнe нa рaспoдeли кумулaтивнe 
фрeквeнциje прoсeчних врeднoсти пoмнoжeних тeжинским кoeфициjeнтима. Ова 
анализа је спроведена зa свaку oд 13 железничких мрeжa кoje су учeствoвaлe у 
eврoпскoj aнкeти квaлитeтa колосека (37% укупнe дужинe европске железничке 
мреже): ÖBB-Infrastruktur (Aустриja), Infrabel (Бeлгиja), SŽDC (Чeшкa), Rail Net 
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Denmark (Дaнскa), FTA (Финскa), SNCF/RFF (Фрaнцускa), DB Netz (Нeмaчкa), RFI 
(Итaлиja), ProRail (Хoлaндиja), REFER (Пoртугaлиja), SBB (Швajцaрскa), 
Trafikverket (Швeдскa) и NetworkRail (Вeликa Бритaниja). 
Пeт TQC класа је дeфинисaнo на следећи начин [7]: 
- клaсa A – нajбoљих 10% расподеле, 
- клaсa B – измeђу 10% и 30% расподеле, 
- клaсa C – измeђу 30% и 70% расподеле, 
- клaсa D – измeђу 70% и 90% расподеле, и 
- клaсa E – прeдстaвљa нajлошијих 10% рaспoдeлe европског квалитета колосека. 
Слика 2.12 приказује принцип зa oдрeђивањe клaсa квaлитeтa кoлoсeкa нa 
основу вредности TQIref, која може да се oднoси нa стaндaрдну дeвиjaциjу 
вертикалног oдступaња или стандардну девијацију одступања смера. 
 
 
Слика 2.12 Дијаграм за одређивање класе квалитета колосека [7] 
 
Табела 2.7 дефинише граничне вредности стандардне девијације 






Табела 2.7 Одређивање TQC на основу граничне 
вредности стандардне девијације вертикалног одступања [7] 
Брзина [km/h] 
Граничне вредности за SDLL [mm] 
TQC 
А B C D E 
V ≤ 80 < 1,25 1,75 2,75 3,75 > 3,75 
80 < V ≤ 120 < 0,75 1,10 1,80 2,50 > 2,50 
120 < V ≤ 160 < 0,65 0,85 1,40 1,85 > 1,85 
160 < V ≤ 230 < 0,60 0,75 1,15 1,60 > 1,60 
230 < V ≤ 300 < 0,40 0,55 0,85 1,15 > 1,15 
 
Табела 2.8 дефинише граничне вредности стандардне девијације одступања 
смера за интервал таласних дужина D1, на основу којих се одређује TQC. 
 
Табела 2.8 Одређивање TQC на основу граничне 
вредности стандардне девијације одступања смера [7] 
Брзина [km/h] 
Граничне вредности за SDА [mm] 
TQC 
А B C D E 
V ≤ 80 < 0,90 1,25 1,95 2,70 > 2,70 
80 < V ≤ 120 < 0,50 0,70 1,05 1,45 > 1,45 
120 < V ≤ 160 < 0,45 0,55 0,75 1,00 > 1,00 
160 < V ≤ 230 < 0,40 0,50 0,70 0,90 > 0,90 
230 < V ≤ 300 < 0,35 0,40 0,50 0,65 > 0,65 
 
У оквиру европске анкете квалитета колосека нису разматране граничне 
вредности стандардне девијације за интервал таласних дужина D1 и брзине веће 
од 300 km/h, као ни за интервал таласних дужина D2 и брзине веће од 160 km/h.  
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3 УВОД У ФРАКТАЛНУ ГЕОМЕТРИЈУ 
 
Уобичајено поимање и описивање природе се заснива на објектима класичне 
геометрије, односно на тзв. еуклидској геометрији. Међутим, класична геометрија 
представља прву апроксимацију структуре физичких објеката [19]. Као таква она 
не може прецизно да опише нпр. облик планине, морске обале, облака на небу, 
крошње дрвета, мреже крвотока или мреже неурона у телу човека, јер уобичајене 
форме из природе не подлежу правилним геометријским облицима. Многи 
структурни шаблони који се јављају у природи су до те мере неправилни да 
показују не само виши степен, већ и потпуно другачији ниво сложености [20]. 
Дакле, у природи практично постоји велики (бесконачан) број структурних 
шаблона и форми, које су занемарене у класичној геометрији. Односно, Euclides је 
при постављању темеља геометрије занемарио све облике за које је сматрао да су 
аморфни. У наредним вековима се и даље наставило избегавање ових 
неправилних облика, све док Маndеlbrоt није осмислио и развио нову врсту 
геометрије засновану на природи, која је нашла примену у бројним областима. Та 
нова врста геометрије је названа фрактална геометрија. 
Фрактална геометрија представља допуну класичне геометрије и пружа нови 
увид у природу тј. све што нас окружује. У уводу својe књиге, Barnsley упозорава 
потенцијалног читаоца да фрактална геометрија мења начин поимања света, те да 
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је опасно наставити читање, јер ће доћи до трајног губитка спознаје света коју смо 
стекли у детињству [20]. 
Маndеlbrоt је термин фрактал извео од латинске речи fractus, што значи 
сломљен, односно преломљен. Са друге стране, глагол frangere значи сломити, 
преломити, односно разбити у неправилне фрагменте. Фрактали представљају 
фамилију облика која обухвата све неправилне облике и структурне шаблоне из 
природе, код којих је степен неправилности идентичан на свим размерама 
посматрања. 
Класична математика се углавном бавила оним скуповима и функцијама 
који су били утемељени на правилним геометријским облицима, док су сви други 
скупови и функције били занемаривани, јер је важило мишљење да не постоји 
јединствена теорија која би их све обухватила. Тек је у XX веку отворено ново 
поглавље у математици. Период модерне математике практично почиње са 
дефинисањем Cantor-овог скупа и Peano-ве просторне криве, а на даљи развој су 
посредно или непосредно утицали: Lesbegue, Hausdorff, Besicovitch, Bolzano, von 
Koch, Sierpinski и многи други. 
3.1 Oсновна својства фрактала 
У наставку рада је дат преглед основних својстава фрактала. 
3.1.1 Непрекидност и диференцијабилност 
Криза класичне математике је почела 1872. године, када je немачки 
математичар Karl Weierstrass представио функцију која је по њему и добила име. 
Наиме, та функција је имала врло необична својства. У дотадашњој математици 
важио је став да ако је функција: 
 
 ƒ: Df →  , Df (3.1) 
 
непрекидна за свако xDf, онда је она и диференцијабилна за свако 
xDf, осим 
можда на изолованом интервалу [a,b]Df. Насупрот овоме, Weierstrass-ова 
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функција је непрекидна за свако
 
xDf, док ни у једној својој тачки није 
диференцијабилна, односно xDf за које је функција диференцијабилна. 
Weierstrass-ова функција није први пример функције која је имала ово 
својство, али је први званично објављени пример. Најранији познати пример 
овакве функције дао је чешки математичар Bolzano око 1830. године, која је 
објављена први пут тек 1922. године [21]. 
После објављивања Weierstrass-ове функције у часопису „Journal für die 
reine und angewandte Mathematik“, многи други математичари су дали свој 
допринос у развоју нове области. 
Weierstrass-ова функција је дефинисана изразом (3.2), а облик графика 
зависи од усвојених вредности параметара а и b. Дакле, Weierstrass-ова функција 
обухвата фамилију кривих дефинисаних изразом (3.2). 
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Пре званичног објављивања рада 1875. године, Weierstrass-ова функција је 





















Недиференцијабилност Weierstrass-ове функције је последица чињенице да 
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Ако се посматра само први члан овог реда (n=0), то је класична косинусна 
функција. Како се број чланова у суми повећава, функција добија све сложенији 
облик, односно све већи број веома блиских локалних минимума и максимума. 
Слика 3.1 приказује развој једног графика Weierstrass-ове функције са 
повећавањем посматране парцијалне суме на интервалу x[0,5]. Када n→∞, 
добије се график функције која није ни глатка нити диференцијабилна на било 
ком интервалу који припада области дефинисаности. 
 
 
Слика 3.1 Развој графика Weierstrass-ове функције на интервалу [0,5] 
 
Weierstrass-ова функција има глобални максимум у x=0, па заменом ове 
вредности у (3.5) следи: 
 









Израз (3.6) представља геометријски ред. Како параметар a по дефиницији 














Дакле, у складу са (3.7), вредност Weierstrass-ове функције у x=0 зависи 
само од усвојене вредности параметра а. За случај a=0,8 (слика 3.1), добије се 
W(0)=5. 
Увидом у графике 1-4 на слици 3.1, стиче се увид у проблем са којим су се 
сусрели математичари XIX века, који је касније довео до развоја нове области 
математике. 
3.1.2 Самосличност 
Као што је раније речено, код фрактала је степен неправилности идентичан 
на свим размерама посматрања, што значи да је сваки произвољан део апсолутно 
или приближно сличан целини. Ова особина се назива самосличност и представља 
једно од основних својстава фрактала. Дакле, сваки фрактал поседује својство 
самосличности, али не важи и обрнуто, односно није сваки облик који поседује 
својство самосличности уједно и фрактал. Тривијални пример самосличности 
представља дуж подељена на сегменте једнаке дужине, где је сваки сегмент 
сличан целини. 
Могу се разликовати три врсте самосличности [22]: 
- апсолутна самосличност – потпуна сличност на свим размерама посматрања 
(један од бројних примера је Coch-ова крива), 
- квази-самосличност – приближна сличност на различитим размерама 
посматрања (један од примера је Mandelbrot-ов скуп), 
- статистичка самосличност – сличност која се остварује захваљујући постојању 
одређене величине, чија се вредност не мења на различитим размерама 
посматрања; пример може да буде сваки фрактал који је настао као резултат неког 
случајног процеса или појаве. 
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Код апсолутно самосличних фрактала сваки бесконачно мали сегмент је, 
теоријски гледано, сличан фигури у целини. Слика 3.2 приказује пример 
апсолутне самосличности код Coch-ове криве. Колико год увећавали један 
сегмент Coch-ове криве, он ће увек задржавати идентичну структуру као и цела 
крива. Међутим, у практичном смислу постоје ограничења при рачунарски 
подржаној конструкцији фрактала – фрактал можемо приказати само до оног 




Слика 3.2 Апсолутна самосличност код Coch-ове криве 
 
Оснoвнa oсoбинa вeћинe дeтeрминистичких фрaктaлa је сaмoaфинoст, која 
прeдстaвљa гeнeрaлизaциjу сaмoсличнoсти. Сaмoaфини oбjeкти прeдстaвљajу 
униjу увећаних и/или умањених (рескалираних) кoпиja сeбe сaмих. При томе, 
рeскaлирaњe je aнизoтрoпнo, тj. зaвиснo oд прaвцa. Након aнизoтрoпнoг 
скaлирaњa, дeo сaмoaфинoг oбjeктa je сличaн oбjeкту у целини [23]. 
3.1.3 Димензија 
Постоје различите дефиниције појма димензије. У општем случају димензија 
представља одговарајући нумерички параметар, који се везује за посматрани 
простор. Са друге стране, простор представља скуп тачака са јасно дефинисаном 
метриком, односно растојањем између тачака. 
У наставку су дате дефиниције димензије у еуклидском простору, 




3.1.3.1 Еуклидска димензија 
У смислу еуклидске геометрије, димензија се најједноставније може 
представити као број реалних параметара неопходан да се у одговарајућем 
простору дефинише тачка. Ако се посматра бројна права, свака тачка је 
дефинисана једним реалним параметром који представља растојање од 
референтне тачке дуж те праве. За дефинисање тачке која припада равни потребно 
је одредити њено хоризонтално и вертикално растојање од референтне тачке. 
Тачка у физичком простору који нас окружује се описује са три реална параметра, 
који означавају растојања од референтне тачке по три главна правца тог простора. 
Дакле, у општем случају, у n-димензионалном простору (n∈Z) је потребно n 
реалних параметара да би се дефинисала тачка. 
Други приступ одређивању Еуклидске димензије је одређивање броја 
степени слободе кретања у оквиру датог простора. При томе је неопходан услов 
да су правци кретања међусобно ортогонални. Дакле, тачка на линији може да се 
креће само у једном правцу, са једног на други крај линије. Тачка у равни може да 
се креће у два, а у телу у три независна међусобно ортогонална правца. 
3.1.3.2 Тополошка димензија 
Тополошка димензија представља највећу локалну димензију најмање 
димензионалног објекта који има својство да подели посматрани простор на два 
дела [24]. По дефиницији, тополошка димензија празног скупа {∅} једнака је -1, 
док је димензија сваког пребројивог скупа једнака 0. 
Тополошко својство неког простора (или објекта грубо речено) је својство 
које остаје непроменљиво при непрекидним пресликавањима 1-1. Оваква 
пресликавања се називају изоморфна или хомеоморфна пресликавања. Дакле, 
уколико су два простора (објекта) хомеоморфна онда су тополошки идентична, 
односно имају исту тополошку димензију. 
Coch-ова крива као геометријски објекат заузима еуклидску раван. Међутим, 
тополошка димензија Coch-ове криве није идентична тополошкој димензији 
равни, јер ова два објекта нису изоморфна. Тачније, не постоји непрекидно 
изоморфно пресликавање које би један објекат пресликало у други. Са друге 
стране, постоји изоморфно пресликавање праве линије у Coch-ову криву, одакле 
следи да је тополошка димензија ове криве једнака 1. Овај став се може 
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генерализовати – свака непрекидна крива која заузима еуклидску раван има 
тополошку димензију 1. Међутим, нису све криве које испуњавају претходни 
услов изоморфне. У складу са тим, на слици 3.3 су дати примери објеката који се 
могу изоморфно пресликати једни у друге, као и њихове тополошке димензије d. 
 
 
Слика 3.3 Примери изоморфних пресликавања и њихове тополошке димензије 
3.1.3.3 Фрактална димензија 
Фрактална димензија је идентична Hausdorff-овој (Hausdorff-Besicovitch) 
димензији, која представља ненегативан реалан број који се може повезати са 
било којим простором. Hausdorff-ова димензија објекта еуклидске геометрије је 
једнака његовој тополошкој димензији, док Hausdorff-ова димензија фрактала 
може имати вредност било ког позитивног реалног броја. 
Mandelbrot је фрактал дефинисао као сваки објекат чија је Hausdorff-ова 
димензија строго већа од тополошке димензије. Ако jе тополошка димензија 
неког фрактала d, онда његова фрактална димензија припада интервалу (d,d+1). 
Дакле, како тополошка димензија Coch-ове криве износи 1, њена Hausdorff-ова 
димензија има одређену вредност која припада интервалу (1,2). 
Свака крива у равни има вредност фракталне димензије која припада 
интервалу (1,2), а која зависи од тога колико посматрана крива испуњава раван у 
којој се налази. Исти став важи и за сваку површ у простору, при чему вредност 
фракталне димензије површи припада интервалу (2,3). Стога, фрактална 
димензија може да се користи за поређење комплексности две криве или две 
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површи [25], односно за поређење комплексности било која два изоморфна 
објекта. 
3.2 Теоријске основе Hausdorff-ове димензије 
У наставку је дат преглед основних дефиниција и теорема које се односе на 
Hausdorff-ову меру и њен специјалан случај – Hausdorff-ову димензију. Преглед 
теорије је урађен у складу са [22]. 
3.2.1 Hausdorff-ова мера 
Нека је дат скуп U≠{∅} за који важи U⊆n. Пречник овог скупа, у ознаци 
|U|, дефинише се као супремум растојања између ма које две тачке xi∈U, i=1, ... ,n. 
Односно за пречник скупа U важи израз (3.8). 
 
   n,...,1j,i:x,xsupU ji   (3.8) 
 
Нека је дат скуп А⊂n. δ-покривач скупа А је број скупова {Ui} чији је 







  (3.9) 
 
За свако δ > 0, уз услов да је параметар s > 0, може се дефинисати: 
 















δ  (3.10) 
 
Израз (3.10) монотоно расте када δ→0+, па следи: 
 








Израз (3.11) представља s-димензионалну Hausdorff-ову меру скупа А. 
3.2.1.1 Теорема о хомотетичном пресликавању 
Нека је дат скуп А⊂n и нека је дата константа λ > 0. Тада важи израз (3.12), 
који представља хомотетично пресликавање скупа А са фактором λ у односу на 
координатни почетак. 
 
      Ax:xλAλ,AHλAλH sss   (3.12) 
3.2.1.2 Теорема о непрекидности пресликавања 
Нека је дат скуп А⊂n и нека је дато пресликавање f: A→m за које важи 
Hölder-ов услов (3.13): 
 
     αyxcyfxf   (3.13) 
 
где су c и α константе за које важи c > 0 и α > 0, а {x,y}A. Тада за свако s0 важи 
израз (3.14). 
 
     AHcAfH s
ss
   (3.14) 
3.2.2 Hausdorff-ова димензија 
Полазећи од дефиниције (3.10) уз претпоставку да је 0 < δ < 1, тада за сваки 
скуп А⊂n важи: 
 
    AHAH ts    (3.15) 
 
где је s < t. За сваки δ-покривач скупа А из {Ui} следи: 
 























































st UU  (3.20) 
 
    AHAH tsst  
  (3.21) 
 
Уз претпоставку да H
s
(A) има коначну вредност, из израза (3.21) се уз услов 
δ→0+ могу дефинисати два случаја: 
1) H
t
(A) = 0  t > s 
2) H
t
(A) = ∞  t < s. 
Дакле, за случај t=s долази до скоковите промене Hausdorff-ове мере скупа А са 
вредности ∞ на вредност 0 (слика 3.4). Вредност s при којој долази до ове 








На основу претходних разматрања, Hausdorff-ова димензија се може 
дефинисати изразом (3.22): 
 
       AHs:sup0AHs:infAdim ssH  (3.22) 
 



















Hausdorff-ова димензија има следеће особине: 
- ако је А⊂n отворен скуп, онда је dimHA=n; 
- ако је А глатка (непрекидно диференцијабилна) m-димензионална површ 
простора n, онда је dimHA=m; 
- ако је А⊂B, онда је dimHA ≤ dimHB; 








  (3.24) 
 
- ако је скуп А пребројив, онда је dimHA=0. 
3.2.2.1 Теорема о непрекидности пресликавања 
Теорема о непрекидности пресликавања важи и за Hausdorff-ову димензију. 





AfdimH   (3.25) 
 
   Adim
α
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Дакле, ако је скуп А⊂n и ако за пресликавање f: A→m важи Hölder-ов 
услов (3.13), тада за свако dimHA  0 важи (3.26). 
Вредност параметра α=1 дефинише посебан случај непрекидног 
пресликавања – тзв. Lipschitz-ово пресликавање. За овај случај важи: 
 
   AdimAfdim HH   (3.27) 
 
Ако пресликавање f: A→m представља би Lipschitz-ово пресликавање, односно 
уколико је испуњен услов (3.28) онда важи израз (3.29): 
 
     yxcyfxfyxc  21  (3.28) 
 
   AdimAfdim HH   (3.29) 
 
где су c1 и c2 константе за које важи 0 ≤ c1 ≤ c2 < ∞ и {x,y}A 
3.2.3 Бокс димензија 
Нека је А⊂n непразан и ограничен скуп и нека је Nδ(A) најмањи број 
скупова пречника не већег од δ који могу покрити скуп А. Доња и горња бокс 
























  (3.31) 
 
Ако су доња и горња бокс димензија једнаке, онда се та заједничка вредност 














  (3.32) 
3.2.3.1 Теорема о бокс димензији 
Нека је А⊂n непразан и ограничен скуп. Нека је простор n подељен 
кубном мрежом на једнаке коцке, од којих свака има странице дужине δ, тада су 
димензије те мреже дефинисане изразом (3.33): 
 
        1,...1, 11 nn kkkk  (3.33) 
 
где су k1,k2, ... ,kn цели бројеви. У практичном смислу, у простору 
1
 ова коцка је 
линеарни сегмент, а у простору 2 је квадрат. Даље, нека је са N'δ(A) означен 
најмањи број коцки странице δ које имају заједничких тачака са скупом А. Тада за 
горњу и доњу бокс димензију, аналогно претходно дефинисаним (3.30) и (3.31), 


























  (3.35) 
 
Уколико су горња и доња бокс димензија једнаке, онда аналогно изразу (3.32) за 












  (3.36) 
 
При томе, Nδ(A) може да буде било који од следећих бројева: 
- најмањи број скупова пречника највише δ који покривају А, 
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- најмањи број квадрата странице δ које покривају А, 
- најмањи број затворених лопти полупречника δ које покривају А, 
- најмањи број коцки странице δ из кубне мреже које покривају А. 
3.2.3.2 Теорема о односу Hausdorff-ове и бокс димензије 
Нека је скуп А⊂n непразан и ограничен. Тада важи (3.37). 
 
 AdimAdimAdim BBH   (3.37) 
3.2.3.3 Теорема о бокс димензији затвореног скупа 
Нека је дат скуп А⊂n и нека је Ᾱ⊂n најмањи затворен скуп који садржи 
скуп А. Тада важе (3.38) и (3.39). 
 
 AA BB dimdim   (3.38) 
 
 AA BB dimdim   (3.39) 
3.2.4 Hausdorff-ова димензија или бокс димензија 
Hausdorff-ова димензија представља основну дефиницију фракталне 
димензије и веома је важна за разумевање теорије фрактала. Међутим, велика 
мана Hausdorff-ове димензије је њено тешко срачунавање или процена применом 
уобичајених рачунских метода. 
Постоје бројне дефиниције димензије које се могу користити. Заједничко за 
све је да подразумевају премеравање скупа за различите размере величина δ. 
Дакле, свако премеравање занемарује нерегуларности реда величине мање од δ, а 
циљ је да се утврди мера када δ→0 [22]. 
У пракси се најчешће користи дефиниција бокс димензије за процену 
фракталне димензије. У складу са (3.37), тиме се практично добија горња 
гранична вредност Hausdorff-ове димензије посматраног скупа (објекта). 
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3.3 Математички генерисани фрактали 
Фрактали се геометријски конструишу применом итеративног мапирања, 
односно итеративних система функција. У теоријском смислу, поступак 
конструисања се одвија кроз бесконачно много итерација, а у практичном до 
одређеног нивоа детаљности. 
3.3.1 Апсолутно самослични фрактали 
У наставку су приказани поступци конструисања неколико познатих 
фрактала који имају својство апсолутне самосличности. За сваки фрактал је 
аналитички одређена димензија. 
3.3.1.1 Cantor-ов скуп 
Cantor-ов скуп се добија полазећи од линије јединичне (произвољне) 
дужине. У првом кораку се исеца средња трећина линије, чиме се добијају две 
линије. У другом кораку се исеца средња трећина од линија добијених у 
претходном кораку. Исти поступак се понавља n пута. Када n∞ добија се 







  (3.40) 
 
где је aj=0 или aj=2 за свако j [26]. У складу са претходним теоријским 
разматрањима, тополошка димензија Cantor-овог скупа износи d=0, што значи да 
фрактална димензија припада интервалу (0,1). 
Слика 3.5 приказује прва четири корака у поступку конструисања Cantor-
овог скупа. У првом кораку добијају се два сегмента дужине 1/3, у другом кораку 
4 сегмента дужине 1/9 итд. Дакле, у n-том кораку се добија 2
n








Слика 3.5 Итеративни поступак конструисања Cantor-овог скупа 
 
Cantor-ов скуп је самосличан, тако да се његова фрактална димензија може 
одредити анализом било које две узастопне итерације [27] и применом израза 











FD δ   (3.41) 
 
Овај принцип одређивања фракталне димензије биће примењен код свих фрактала 
представљених у наставку рада. 
3.3.1.2 Тепих Sierpinski-ог 
Тепих Sierpinski-ог се добија сличним поступком као и Cantor-ов скуп, при 
чему је полазни објекат квадрат са страницом јединичне дужине. У првом кораку 
квадрат се подели мрежом на 9 идентичних квадрата и исече се онај у средини. У 
другом кораку се на 8 преосталих квадрата понови идентичан поступак. Када број 
корака n∞ добија се скуп тачака у равни, чије координате испуњавају услов 
(3.40). Дакле, тополошка димензија овог објекта је d=1, односно фрактална 
димензија припада интервалу (1,2). 
Слика 3.6 приказује прва три корака у поступку конструисања тепиха 
Sierpinski-ог. У првом кораку се добија 8 квадрата са страницом дужине 1/3, у 
другом кораку се добија 64 квадрата са страницом дужине 1/9 итд. Дакле, у n-том 
кораку се добија 8
n







Слика 3.6 Итеративни поступак конструисања тепиха Sierpinski-ог 
 











FD δ   (3.42) 
3.3.1.3 Menger-ов сунђер 
Menger-ов сунђер се добија сличним поступком као и тепих Sierpinski-ог, 
при чему је полазни објекат коцка са ивицом јединичне дужине. У првом кораку 
коцка се подели мрежом на 27 идентичних коцки, а потом се исече коцка из 
средишта и 6 коцки са средине сваке стране. У другом кораку се на 20 преосталих 
коцки понови идентичан поступак. Када број корака n∞ добија се скуп тачака у 
простору, чије координате испуњавају услов (3.40). Дакле, тополошка димензија 
овог објекта је d=2, односно фрактална димензија припада интервалу (2,3). 
Слика 3.7 приказује прва три корака у поступку конструисања овог 
фрактала. У првом кораку се добија 20 коцки са ивицом дужине 1/3, у другом 
кораку се добија 400 коцки са ивицом дужине 1/9 итд. Дакле, у n-том кораку се 
добија 20
n




















FD δ   (3.43) 
3.3.1.4 Троугао Sierpinski-ог 
Полазни објекат за конструисање троугла Sierpinski-ог је једнакостранични 
троугао. У првом кораку се исеца троугао који се добија спајањем средина сваке 
странице. Тиме се добијају 3 троугла, сваки са страницом 2 пута мањом од 
странице полазног троугла. У другом кораку се понавља описани поступак на 
претходно добијена 3 троугла. Када број корака n∞ добија се скуп тачака у 
равни. Дакле, тополошка димензија овог објекта је d=1, односно фрактална 
димензија припада интервалу (1,2). 
Слика 3.8 приказује прва четири корака у поступку конструисања овог 
фрактала. У првом кораку се добија 3 троугла са страницом дужине 1/2, у другом 
кораку се добија 9 троуглова са страницом дужине 1/4 итд. Дакле, у n-том кораку 
се добија 3
n





Слика 3.8 Итеративни поступак конструисања троугла Sierpinski-ог 
 











FD δ   (3.44) 
 
Приказани итеративни поступак може да се примени на било ком троуглу, 
чиме се добијају афине трансформације троугла Sierpinski-ог. Свака од ових 
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трансформација задржава исту фракталну димензију, што и следи из особине 
самоафиности. 
Користећи троуглове који се добијају кроз приказани итеративни поступак, 




Слика 3.9 Итеративни поступак конструисања криве Sierpinski-ог 
3.3.1.5 Coch-ова крива 
Полазни објекат за конструисање Coch-ове криве је линија јединичне 
дужине. Слика 3.10 приказује почетна четири корака у поступку конструисања 
ове криве. У првом кораку се исеца средња трећина и над њом се конструишу две 
линије обе дужине 1/3. Тиме се добија изломљена крива линија са 4 
праволинијска сегмента. У другом кораку се понавља описани поступак на 
претходно добијена 4 праволинијска сегмента. Када број корака n∞ добија се 
непрекидна и недиференцијабилна крива у равни. Фрактална димензија ове криве 





Слика 3.10 Итеративни поступак конструисања Coch-ове криве 
 
У првом кораку се добија изломљена крива линија са 4 праволинијска 
сегмента сваки дужине 1/3. У другом кораку се добија изломљена крива линија са 
16 праволинијских сегмената сваки дужине 1/9 итд. Дакле, у n-том кораку се 
добија 4
n
 сегмената сваки дужине 3
-n
. Одавде следи да Coch-ова крива има 
бесконачну дужину, а површина испод криве има коначну вредност. Фрактална 











FD δ   (3.45) 
 
Постоје варијације Coch-ове криве, које се добијају променом угла α код 
полазног објекта. Са теоријског аспекта, овај угао може да има вредност у 
распону од 0° до 180°, па фрактална димензија криве која се добија може да 
варира у интервалу од 2 до 1. Дакле, повећањем вредности угла смањује се 
вредност фракталне димензије. Слика 3.11 приказује две варијације Coch-ове 





Слика 3.11 Итеративни поступак конструисања две варијације Coch-ове криве 
 
На основу слике 3.11 може се закључити да крива са углом α=90° има мању 
вредност фракталне димензије од криве са углом α=30°. Вредност δ
-1
, неопходна 
за одређивање фракталне димензије, добија се на основу геометријске анализе 





























30α δ30α    (3.47) 
3.3.1.6 Квадратна Coch-ова крива 
Полазни објекат за конструисање квадратне Coch-ове криве је линија 
јединичне дужине. Слика 3.12 приказује почетна четири корака у поступку 
конструисања ове криве. Када број корака n∞ добија се непрекидна и 
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Слика 3.12 Итеративни поступак конструисања квадратне Coch-ове криве 
 
У првом кораку се добија изломљена крива линија са 8 праволинијских 
сегмената сваки дужине 1/4. У другом кораку се добија изломљена крива линија 
са 64 праволинијска сегмента сваки дужине 1/16 итд. Дакле, у n-том кораку се 
добија 8
n
 сегмената сваки дужине 4
-n
. Фрактална димензија квадратне Coch-ове 











FD δ   (3.48) 
3.3.1.7 Квази-самослични фрактали 
Квази-самослични фрактали не испуњавају својство самосличности на свим 
размерама посматрања за цео објекат, као што је приказано у претходним 
примерима. Овај тип фрактала поседује самосличност између дела целог објекта и 
произвољног малог сегмента [22]. 
Најчешћи пример квази-самосличног фрактала који се може срести у 




 czzf: 2n1n   (3.49) 
 
где су z , c=x0+i∙y0 и x0,y0. Дакле, овај скуп се добија применом итеративне 
функције (3.49) у комплексној равни. Слика 3.13 приказује контуре Mandelbrot-
овог скупа након великог броја итерација. Фрактална димензија приказане 
контуре износи 2, што указује на висок ниво сложености. 
 
 
Слика 3.13 Фрактална контура Mandelbrot-овог скупа [28] 
 
Mandelbrot-ов скуп садржи 8 Јулијиних скупова (слика 3.14), који такође 
припадају групи квази-самосличних фрактала. Јулијини скупови су добили назив 
по француском математичару који их је дефинисао око 1910. године [24]. Добијају 






Слика 3.14 Јулијини скупови као део Mandelbrot-овог скупа 
 
Дакле, квази-самослични фрактали су везани за различита итеративна 
мапирања скупа тачака у комплексној равни, односно скупа тачака на Riemann-
овој сфери [24,29]. 
3.3.2 Статистички самослични фрактали 
Статистички самослични фрактали могу да се добију увођењем 
насумичности (случајности) у поступак конструисања. Математички пример за 
ову врсту самосличности је произвољна Coch-ова крива, код које би се нпр. 
бацањем новчића одредило са које стране ће бити конструисан пар линија на 
средњој трећини сваког сегмента [22]. Слика 3.15 приказује један од могућих 





Слика 3.15 Пример конструисања произвољне Coch-ове криве 
 
Увођење насумичности у поступак конструисања криве не утиче на промену 
фракталне димензије (3.45), јер постоји мера која остаје иста кроз све итерације. 
Када број корака n∞ добија се непрекидна и недиференцијабилна крива код које 
постоји статистичка самосличност, односно статистички се очекује да постоје 
делови криве са које су слични кривој у целини. 
3.4 Фрактали као резултат природних процеса и појава 
Mandelbrot је увидео да облаци нису сфере, планине нису купе, обале нису 
лукови, кора дрвета није глатка, као и да се муња не простире по правој путањи 
[20]. Све појаве и облици у природи показују много виши ниво сложености од 
онога што класична геометрија може да опише. Управо ово опажање га је 
подстакло на развој нове области геометрије засноване на појавама у природи. 
Поједини фрактали представљају скупове тачака, криве или површи, други 
су сложене просторне структуре, док велики број фрактала има до те мере сложен 
облик и структуру да их је тешко описати адекватним терминима. Међутим, оно 
што је заједничко за све фрактале уопште је да могу врло успешно да подражавају 
структурне форме и појаве из природе. 
Фрактали имају примену у бројним областима. Значајно је споменути 
примену фракталних антена, које имају много шири опсег фреквенција од 
уобичајених [22]. Фракталне антене могу да буду веома сложеног облика, уз 
истовремено заузимање релативно малог простора, што их чини иделаним за 
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уграђивање у мобилне телефоне, као и друге уређаје за примање и одашиљање 
сигнала. 
Мерењем различитих променљивих добијају се непрекидне функције код 
којих постоји идентичан степен хаотичности (неправилности) на различитим 
размерама посматрања, односно на оним размерама посматрања које омогућава 
резолуција мерења. Функције са истим својствима се добијају и праћењем многих 
појава у природи. Све овакве функције поседују одређена својства, због којих је 
могуће квантификовати их преко фракталне димензије. Зато се за фракталну 
димензију често каже да представља меру којом се квантификује хаос. 
Ниједна појава, односно променљива у природи није у потпуности хаотична, 
већ постоје одређени детерминистички закони по којима се оне мењају. Зато се у 
литератури често употребљава термин детерминистички хаос, који указује да 
постоје одређена својства која се не мењају без обзира на очигледну хаотичност. 
Свака појава у природи се може представити преко математичког модела за који 
важи тачно одређен систем једначина. Насупрот томе, мерење (праћење) појаве 
даје резултате који имају својства фрактала. 
Концепт фракталне геометрије се показао веома корисним у описивању 
процеса у експерименталним системима [30]. У складу са тим, дошло је до њене 
примене у различитим научним дисциплинама као што су физика, биологија, 
медицина, економија, инжењерство и друге. 
3.4.1 Самосличност 
Фрактали који се јављају у природи поседују својство статистичке 
самосличности, што значи да постоји одређена нумеричка, односно статистичка 
мера која остаје иста на различитим размерама посматрања. Фрактална димензија 
сама по себи представља меру која не зависи од размере посматрања [31]. 
3.4.2 Одређивање фракталне димензије 
Одређивање димензије фрактала који се јављају у природи се углавном 
може извршити применом дефиниције бокс димензије (3.36). Одређивање 
димензије апсолутно самосличних фрактала је било једноставно, јер су они 
стриктно математички дефинисани. При томе је одређиван број скупова пречника 
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највише δ који покривају цео скуп анализом било које две итерације у поступку 
конструисања. За одређивање димензије фрактала у природи потребно је 
анализирати га на неколико размера посматрања, па потом утврдити најтачнију 
апроксимацију вредности фракталне димензије. Слика 3.16 приказује поступак за 
приближно одређивање фракталне димензије Coch-ове криве пребројавањем 
квадрата који је покривају за 6 различитих размера посматрања. 
 
 
Слика 3.16 Поступак за приближно одређивање фракталне димензије Coch-ове криве 
 
Након пребројавања квадрата који покривају криву у сваком од 6 случајева 
приказаних на слици 3.16, добијене вредности се уносе у виду тачака на дијаграм 
са логаритамском размером (слика 3.17). Нагиб праве, која са највећим 
коефицијентом детерминације апроксимира анализиране тачке, представља 
приближну вредност фракталне димензије. Вредност нагиба (фракталне 
димензије) може се одредити применом методе најмањих квадрата у складу са 
[32]. Приближна вредност фракталне димензије добијена овом методом износи 





Слика 3.17 Процена фракталне димензије Coch-ове криве 
 
На слици 3.18 је приказан један корак у поступку приближног одређивања 
фракталне димензије границе Србије применом покривања квадратима странице 





Слика 3.18 Приближно одређивање фракталне димензије границе Србије 
 
 




Приликом одређивања фракталне димензије прве две тачке су искључене из 
анализе. На тај начин је кроз преостале четири тачке добијена апроксимација 
праве са максималним коефицијентом детерминације. Дакле, приближна вредност 
фракталне димензије границе Србије износи ~1,11. 
На слици 3.20 је приказан један корак у поступку приближног одређивања 
фракталне димензије железничке мреже Србије применом покривања квадратима 
странице δ. Резултат одређивања фракталне димензије је приказан на слици 3.21. 
 
 





Слика 3.21 Фрактална димензија железничке мреже Србије 
 
Приликом одређивања фракталне димензије прва тачка је искључена из 
анализе, чиме је добијена апроксимација праве са коефицијентом детерминације 
0,999. Приближна вредност фракталне димензије железничке мреже Србије 
износи ~1,31. 
3.4.3 Фракталне димензије у природи 
Појаве у природи могу да имају широк опсег вредности фракталних 
димензија. На пример, велики број линеарних феномена у природи углавном има 
димензију реда величине 1,2 – 1,3 [33]. 
Фракталне димензије природних феномена се у највећем броју случајева 
одређују применом дефиниције бокс димензије. У табели 3.1 је дат преглед 









Табела 3.1 Фрактали у природи и њихове димензије (подаци преузети из [34]) 
Фрактал Димензија 
Обала Аустралије 1,13 
Обала Ирске 1,22 
Обала Велике Британије 1,25 
Обала Норвешке 1,52 
Силуета дрвета 1,73 
Карфиол 2,33 
Згужван лист папира 2,50 
Броколи 2,66 
Површина мозга човека 2,79 
Површина плућа човека 2,97 
3.5 Мултифрактали 
Фрактали који су претходно били изложени и анализирни представљају 
монофрактале, односно фрактале које карактерише јединствена вредност 
фракталне димензије. Међутим, постоје фрактали које карактерише неколико 
вредности фракталне димензије, тзв. мултифрактали. Будући да мултифрактали 
превазилазе оквир овог рада, у наставку неће бити посебно анализирани. 
Мултифрактали представљају сложене структуре које се често јављају у 
природи. Њихова динамика је таква да се не могу описати коришћењем једне 
фракталне димензије. Постојање неколико фракталних димензија указује на 
чињеницу да код мултифрактала постоји неколико редова величина 
неправилности на различитим размерама посматрања. 
Број фракталних димензија и њихове појединачне вредности могу да се 
одреде применом дефиниције бокс димензије за одговарајући број итерација. 
Приликом анализе мултифрактала, тачке које се уносе на дијаграм логаритамке 
размере не би било могуће апроксимирати јединственом правом уз максималну 
вредност коефицијента детерминације, већ би постојало неколико правих којима 
би се апроксимирали скупови одговарајућег броја узастопних тачака.  
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4 ФРАКТАЛНА АНАЛИЗА ПАРАМЕТАРА 
ГЕОМЕТРИЈЕ КОЛОСЕКА 
 
Фрактална анализа и примена фракталне димензије као квалитативног 
показатеља се примењује у бројним инжењерским областима, од којих су 
поједине примене изложене у [35]. У области транспортне инфраструктуре може 
да се примени за потребе различитих анализа на нивоу мреже. Benguigui и Daoud 
су анализирали распоред станица на градској железничкој мрежи у Паризу [36], 
на основу чега су утврдили да је фрактална димензија распореда станица у 
корелацији са густином насељености. Benguigui је детаљније испитивао 
фракталну димензију исте железничке мреже, на основу чега је установио да се 
кроз време може очекивати да сваки градски железнички систем, односно 
транспортни систем уопште, тежи фракталној димензији ≈2 [37]. 
De Keersmaecker и сар. су анализирали утицај морфологије града на 
различите економске параметре на примеру Брисела. Установили су да се 
фрактална анализа може успешно применити за симулацију развоја градова [38]. 
Sun и сар. су на примеру Даилана у Кини испитивали однос између фракталне 
димензије градске путне мреже и густине насељености [39]. У складу са 
резултатима поменута два истраживања, може се закључити да се фрактална 
анализа може применити за формирање плана развоја града као целине, као и 
пратеће стратегије развоја градске инфраструктуре. 
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Са друге стране, резултати истраживања које су спровели Jian и Yuanchun су 
показали да се фрактална анализа може применити за потребе краткорочних 
предвиђања обима железничког саобраћаја [40], што може допринети развијању 
планова, мера и стратегија на нивоу мреже и на нивоу деонице железничке пруге. 
Фрактална анализа се може применити за потребе утврђивања стања 
железничке инфраструктуре, а пре свега стања горњег строја. У истраживању које 
су спровели Hyslip и Vallejo, испитивана је веза између фракталне димензије зрна 
агрегата и њиховог облика, стања површине и криве просејавања [41]. Резултати 
овог истраживања показују да je фрактална димензија у корелацији са обликом 
зрна туцаника и садржајем ситних фракција, стога може да се користи као 
показатељ стања, односно за утврђивање степена пропадања застора од туцаника. 
У сличном истраживању које су спровели Ho и сар. потврђено је да вредност 
фракталне димензије расте са већим степеном пропадања застора од туцаника 
[42]. У складу са тим, одређивање фракталне димензије туцаника може да 
послужи као основа за планирање радова на одржавању. 
Примену фракталне анализе у циљу квантификације параметара геометрије 
колосека први је започео Hyslip [43]. Hyslip је одређивао вредност фракталне 
димензије за вертикално одступање горње ивице шине. Висока вредност 
фракталне димензије овог параметра може да укаже на лоше стање доњег строја 
или на висок степен пропадања застора од туцаника железничке пруге [43-45]. 
Циљ овог рада је да се испита могућност примене фракталне анализе за 
квантификацију сваког од параметра геометрије колосека, дефинисаних у складу 
са европским стандардом SRPS EN 13848-1 [2], као и да се на основу добијених 
вредности фракталне димензије испита могућност примене у одређивању 
квалитета геометрије колосека. У складу са тим, у наставку дисертације 
представљен је преглед метода које се могу користити за одређивање фракталне 
димензије. Одговарајуће, претходно изабране методе су тестиране, а на основу 
анализе добијених резултата изабрана је метода за примену у испитивању 
параметара геометрије колосека на изабраној деоници железничке пруге. 
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4.1 Mетоде за одређивање фракталне димензије 
Развојем теорије фрактала у математици дошло је и до развоја бројних 
метода за одређивање фракталне димензије. Класична бокс метода (одређивање 
бокс димензије) може да се примени за сваку појаву која има фрактална својства. 
Међутим, примена ове методе код појединих фрактала може да буде праћена 
бројним практичним проблемима. Због овог разлога, многи аутори су развијали 
различите нове методе или унапређења постојећих, које би се могле применити у 
сврху процене фракталне димензије за одговарајуће типове фрактала. Треба 
нагласити да поједине методе могу дати различите резултате при анализи истог 
фрактала [46]. Различити резултати могу бити последица примене неадекватних 
метода. У неким случајевима разлика у добијеним резултатима је очекивана, јер 
не анализира свака метода иста фрактална својства [47]. 
Дакле, није свака метода за одређивање фракталне димензије универзално 
примењива. Избор методе укључује следеће критеријуме: 
- димензионалност фрактала – да ли се анализира монофрактал или мултифрактал, 
- зависност фрактала од времена – да ли фрактал представља тзв. временску 
серију, 
- тополошка димензија фрактала – да ли је фрактал дефинисан у простору 1, 2 
или 3. 
Поред наведеног, код појединих метода треба узети у обзир и да ли фрактал 
има својство самосличности или самоафиности. Међутим, овај критеријум није 
разматран у наставку, јер параметри геометрије колосека припадају групи 
статистички самосличних фрактала. 
Све методе за одређивање фракталне димензије могу да се поделе у три 
групе: методе засноване на бокс димензији, методе варијансе и спректралне 
методе [48]. Lopes и Betrouni су предложили поделу метода за одређивање 
фракталне димензије у зависности од тога да ли се анализирају монофрактали или 
мултифрактали [49]. Gneiting и сар. су испитивали неколико метода над 
фракталима који имају познату димензију и установили су да је за одређивање 
фракталне димензије временских серија и линераних података најефикаснија 
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примена мадограм методе, а за дводимензионалне структуре су препоручили 
примену једне варијанте методе прелазака [50]. 
Higuchi је у оквиру својих истраживања предложио методу која је погодна за 
примену на временским серијама [51,52]. Higuchi-јева мeтoдa сe зaснивa нa 
изрaчунaвaњу дужинe фрaктaлнe кривe у случajу сaмoaфинe гeoмeтриje грaфa 
врeмeнскe сeриje [23]. Ова метода је релативно једноставна за примену, због чега 
су је многи аутори користили у својим истраживањима, посебно у области 
анализе биосигнала [23,53]. 
Поједини аутори су предложили различита унапређења Higuchi-јеве методе. 
Spasić је у свом истраживању предложила методу која представља уопштавање 
Higuchi-јеве методе [53]. Hasegawa и сар. су предложили измену методе увођењем 
тежинских коефицијената у анализу [54]. 
Wong и сар. су предложили методу за брзу процену фракталне димензије у 
једном пролазу кроз скуп података, при чему је меморија рачунара потребна за 
анализу у линеарној зависности са количином података [55]. Аутори су ову 
методу назвали tug-of-war (метода повлачења) и тестирали су је на примерима 
математички генерисаних фрактала и фракталних појава из природе. Метода 
повлачења може да се примени на сваки скуп тачака у n-димензионалном 
простору (хиперпростору). Након одговарајућих трансформација скупа тачака 
(података), ова метода се своди на pair-counting методу (методу парова). Због 
ефикасности и брзине методе повлачења, препоручена је за примену на великим 
скуповима података [55]. 
Табела 4.1 приказује неколико метода за одређивање фракталне димензије, 
као и њима одговарајуће опште облике функција које дефинишу скалирајућа 









Табела 4.1 Методе за одређивање фракталне димензије 
Метода Својство које се анализира Функција скалирања 
Бокс метода 
(box) 










 N (δ) - број прелазака преко 
задате граничне вредности 




















ν (τ) - варијанса ν (τ) ∼ τ
 4−2·FD
 





C (r) - број парова тачака у 
оквиру задатог растојања 




За тестирање фракталне анализе параметара геометрије колосека у овој 
докторској дисертацији изабране су: 
1. бокс метода, 
2. метода корачања, 
3. измењена метода корачања (корачање дуж једне од главних оса) и 
4. метода прелазака. 
У наставку овог поглавља је дат кратак преглед сваке од изабраних метода, као и 
алгоритми на основу којих ће бити одређивана фрактална димензија. 
4.1.1 Бокс метода 
Бокс метода је заснована на дефиницији бокс димензије, а подразумева 
покривање скупа квадратима различитих величина и пребројавање квадрата 
потребних да се скуп покрије при различитим размерама посматрања. Поступци у 
примени ове методе су: 
- покривање целог скупа једним квадратом странице δ0, 
- подела полазног квадрата на 4 квадрата странице δ0/2, 
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- пребројавање квадрата странице δ0/2 који покривају скуп, 
- подела сваког од добијених квадрата на 4 квадрата странице δ0/4, 
- пребројавање квадрата странице δ0/4 који покривају скуп, 
- понављање поделe и пребројавања до достизања поделе на квадрате странице 
δi=δ0/2
i-1
, где је i број итерација. 
На слици 4.1 је приказан алгоритам за одређивање фракталне димензије 
применом бокс методе у складу са претходно наведеним корацима. 
 
 




Слика 3.16 приказује резултат извршавања алгоритма за бокс методу на 
примеру Coch-ове криве за итерације од i=3 до i=9. У складу са разматрањима из 
претходног поглавља, резултати покривања криве у свакој итерацији се уносе на 
дијаграм логаритамске размере у виду тачака ti=(δi,Νi(δ)). Општи облик праве која 
апроксимира те тачке са највећим коефицијентом детерминације, односно праве 
која најбоље описује зависност броја квадрата од дужине странице квадрата је 
дефинисан изразом (4.1). 
 














Израз (4.1) се изводи на основу израза (3.36). Треба напоменути да израз 
(3.36) може да се примени искључиво за апсолутно самосличне фрактале, а 
дефинише праву која на дијаграму логаритамске размере пролази кроз 
координатни почетак. Узимајући у обзир да при практичној примени бокс методе 
апроксимирана права у највећем броју случајева неће пролазити кроз 
координатни почетак дијаграма, може се дефинисати израз (4.2) који представља 
функцију зависности броја квадрата од странице квадрата. 
 












  (4.2) 
 
Константа А у изразу (4.2) може имати вредност било ког позитивног броја. 
Неопходно је нагласити да на вредност фракталне димензије не утиче начин 
представљања странице квадрата на апсциси. 
Да би се добиле коректне вредности фракталне димензије неопходно је да 
скуп који се анализира има велики број тачака [47]. Приликом одређивања 
фракталне димензије на дијаграму логаритамске размере, требало би искључити 
прва два случаја – покривање скупа са једним и са четири квадрата. Са друге 
стране, број итерација треба одредити тако да страница квадрата у последњој 
итерацији не буде мања од резолуције података [47]. 
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Дакле, код практичне примене бокс методе треба прво дефинисати почетну 
(δmax=δ0) и крајњу (δmin) дужину странице квадрата, па потом спровести потребан 
број итерација, уз услов да страница квадрата у свакој итерацији припада 
интервалу [δmin,δmax]. 
Бокс метода је захтевна са аспекта анагажовања меморије рачунара, али и са 
аспекта времена потребног за анализу. Други проблем који може да се јави код 
ове методе је појава остатка при покривању, односно немогућност равномерног 
покривања целог скупа квадратима [47]. Ова појава може да утиче на вредност 
фракталне димензије која се добија у анализи. 
Lovеjoy и сар. су у свом истраживању изнели став да примена бокс методе не 
мора нужно да подразумева покривање скупа квадратима, односно да се скуп 
може покрити и првоугаоницима [57]. Коришћењем правоугаоника у неким 
случајевима може да се оствари равномерније покривање скупа него коришћењем 
квадрата. 
Слика 4.2 приказује измењени алгоритам, помоћу којег ће у овом раду бити 





Слика 4.2 Измењени алгоритам за одређивање фракталне димензије применом бокс методе 
 
Узимајући у обзир став да при одређивању фракталне димензије треба 
искључити случајеве покривања са једним и са четири квадрата, идеја приказаног 
алгоритма је да се у првој итерацији скуп покрије дуж х-осе са најмање p квадрата 
странице δ0 у складу са изразима (4.3) и (4.4): 
 















  (4.4) 
 
где су ymax и ymin екстремне вредности ордината посматраног скупа, а ΔX=xk-x1 је 
опсег скупа дуж апсцисе. Број итерација треба одредити тако да за крајњу дужину 
странице квадрата важи (4.5). 
 







Резултат извршавања измењеног алгоритма након шест итерација на 
примеру Coch-ове криве је приказан на слици 4.3. 
 
 
Слика 4.3 Примена измењеног алгоритма бокс методе на примеру Coch-ове криве 
 
Слика 4.4 приказује резултат одређивање фракталне димензије Coch-ове 
криве применом измењеног алгоритма бокс методе. На основу анализе, уз 
искључивање прве тачке из анализе, добија се вредност фракталне димензије 
∼1,30. Идентична вредност се добија применом класичне бокс методе (слика 




Слика 4.4 Фрактална димензија Coch-ове криве 
применом измењеног алгоритма бокс методе 
 
Catrakis је у свом истраживању представио другачији приступ бокс методи, 
који подразумева да се у свакој итерацији пребројавају „празни“ квадрати, 
односно квадрати који не покривају скуп [58]. Овакав приступ не утиче на 
вредност фракталне димензије која се добија у анализи. 
На слици 4.5 је приказано тестирање варијанте бокс методе, која 
подразумева покривање скупа правоугаоницима, у складу са [57], на примеру 
Coch-ове криве. Резултат одређивања фракталне димензије за овај поступак је 
приказан на слици 4.6. 
 
 





Слика 4.6 Фрактална димензија Coch-ове криве 
применом бокс методе са покривањем правоугаоницима 
 
У складу са ставом из [47], из анализе су искључене прве две тачке на 
дијаграму, односно искључени су случајеви покривања са једним и са четири 
правоугаоника. Вредност фракталне димензије за случај покривања Coch-ове 
криве правоугаоницима износи 1,35, што је око 7% веће од стварне вредности. 
Дакле, примена покривања правоугаоницима није адекватна за примену на Coch-
овој кривој. 
На основу добијених одступања могао би да се изведе закључак да бокс 
метода није адекватна за одређивање фракталне димензије. Међутим, одступања 
фракталне димензије Coch-ове криве указују на чињеницу да се јавља значајан 
остатак при покривању на појединим размерама. Са друге стране, у анализи је 
коришћена шеста генерација Coch-ове криве, што значи да се смањивањем 
странице квадрата не покривају финији детаљи криве. 
4.1.2 Метода корачања 
Метода корачања подразумева покривање скупа корацима (дужима) 
различитих дужина и пребројавање корака потребних да се скуп покрије при 
различитим размерама посматрања. Поступци у примени ове методе су: 
- покривање целог скупа корацима дужине δ0 (почетна дужина корака), 
- пребројавање корака дужине δ0, 
- покривање целог скупа корацима дужине δ0/2, 
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- пребројавање корака дужине δ0/2, 
- понављање корачања и пребројавања до достизања корака дужине δ0/2
i-1
, где је i 
број итерација. 
Слика 4.7 приказује алгоритам за одређивање фракталне димензије 
применом методе корачања у складу са претходно наведеним поступком. 
 
 
Слика 4.7 Алгоритам за одређивање фракталне димензије применом методе корачања 
 
На слици 4.8 је приказан резултат извршавања алгоритма за методу 
корачања након шест итерација на примеру Coch-ове криве. За прву итерацију је 
приказан поступак корачања, а за остале је дата крива која је резултат корачања. 




Слика 4.8 Примена методе корачања на примеру Coch-ове криве 
 
Имајући у виду теоријске основе Coch-ове криве, изложене у поглављу 3.3.1, 
није могуће аналитички одредити пресечне тачке дуж криве применом методе 
корачања. Због наведеног разлога у анализи је коришћена шеста генерација Coch-
ове криве, која се састоји од коначног броја тачака r. На слици 4.8 се може уочити 
сличност између кривих добијених у итерацијама 2-6 и поступка за конструкцију 
Coch-ове криве (слика 3.10). На слици 4.9 је приказан резултат одређивања 
фракталне димензије Coch-ове криве применом изложеног алгоритма. 
 
 
Слика 4.9 Фрактална димензија Coch-ове криве применом методе корачања 
 
Искључивањем прве итерације из анализе добија се вредност фракталне 
димензије ∼1,266, што је око 0,3% веће од стварне вредности. Дакле, применом 
методе корачања за случај Coch-ове криве добија се вредност фракталне 
димензије која је скоро идентична теоријској вредности. 
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Метода корачања је заснована на техници која је коришћена у картографији 
за одређивање дужина различитих неправилних природних облика на картама, 
као што су дужине река, обала, граница и слично. Наиме, ако се са Li(δ) означи 
дужина криве у i-тој итерацији, тада важи израз (4.6). 
 








  (4.6) 
 
Изразом (4.7) је дефинисан општи облик функције зависности броја корака 

















  (4.7) 
 

















  (4.8) 
 
За све природне облике који се могу представити на карти постоји гранична 
вредност корака δlim, односно број итерација, након којег важи (4.9). 
 
       const....δLδLδL 2i1ii    (4.9) 
 
Дакле, изрази (4.6)-(4.8) важе за дужину корака која припада интервалу 
[δlim,δ0]. Гранична вредност корака зависи од резолуције карте, као и од степена 
неправилности анализиране криве. За дужину корака мању од δlim важе функције 




































  (4.11) 
 
у којима је B позитиван број за који важи А≠B. Узимајући у обзир да се смањењем 
корака на вредности мање од δlim остварује потпуно покривање анализираног 
скупа, за фракталну димензију у изразима (4.10) и (4.11) важи FD
*
=1. Дакле, за 
све случајеве у којима је δ < δlim важи линеарна зависност између дужине корака и 




  (4.12) 
 
Тачка са координатама (δlim,N(δlim)) представља прелазну тачку. У овој 
прелазној тачки долази до промене вредности фракталне димензије на вредност 
FD
*
=1 (са теоријског аспекта) тј. на вредност FD
*
≈1 (са аспекта практичне 
примене методе). Треба напоменути да прелазна тачка зависи од резолуције 
података, а дефинише се на идентичан начин за све методе одређивања фракталне 
димензије. 
Имајући у виду да мултифрактале карактерише неколико вредности 
фракталних димензија, код њих постоје најмање две прелазне тачке. Изразима 
(4.13) и (4.14) дефинисане су функција зависности броја корака од дужине корака 
и функција зависности дужине криве од дужине корака за m-димензионални 
фрактал, при чему важе услови (4.15): 
 
     jFDj δδAδN

  (4.13) 
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где tj представља скуп од m прелазних тачака. Код свих статистички самосличних 
фрактала, независно од њихове димензионалности, постоји гранична вредност 
корака δm=δlim након које се може прекинути примена методе. 
У наставку ће бити приказана примена методе корачања за одређивање 
фракталне димензије граница Србије, као и примена изложених теоријских 
ставова за одређивање дужине граница. За потребе ових анализа дужина корака 
неће бити анализирана као општи број, већ је усвојена почетна вредност корака 
δ0=30 km. Слика 4.10 приказује резултат корачања дуж граница Србије применом 
овог почетног корака. 
 
 
Слика 4.10 Резултат корачања са почетним кораком дужине δ0=30 km 
 
На слици 4.11 је приказан резултат одређивања фракталне димензије 
граница Србије. На основу анализе, добија се вредност фракталне димензије 




Слика 4.11 Фрактална димензија граница Србије применом методе корачања 
 
Да би се одредила дужина граница Србије треба одредити граничну 
вредност корака δlim и заменити је у израз (4.12). Ова вредност корака не може да 
се одреди аналитички, већ је треба одредити графички као прелазну тачку на 
дијаграму зависности дужине корака од броја корака. Међутим, за графички 
поступак је потребно наставити са применом методе корачања док се не испуни 
услов (4.9). Са друге стране, могуће је проценити δlim као најмањи ред величине 
неправилности који се јавља на карти. На основу увида у облик граница, може се 
усвојити да су најмање неправилности реда величине до 0,5 km. Заменом ове 
вредности у израз (4.12), добија се дужина граница Србије од 2339,7 km, што је 
∼12 km веће од званичне вредности [59]. 
Из претходно изложених теоријских и практичних разматрања може се 
закључити да је за тачност методе корачања и оптимизацију времена потребног за 
анализу неопходно изабрати одговарајуће дужине почетног и крајњег корака. У 
складу са [60], препоручује се да се прво одреди средње растојање између парова 
суседних тачака дуж анализиране криве (4.16), а да се потом одреде дужине 
почетног (4.17) и крајњег корака (4.18). Дакле, број итерација у примени ове 





























δmin   (4.18) 
 
Иако су применом методе корачања у приказаним примерима добијене 
коректне процене вредности фракталне димензије, то не значи да ова метода нема 
недостатке, односно ограничења у примени. Andrle је у истраживању могућности 
примене методе корачања дефинисао три проблема који могу да утичу на њену 
тачност: остатак након последњег корака, утицај промене полазне тачке за 
корачање на крајњи резултат анализе, и значајна одступања појединих тачака од 
апроксимиране праве на логаритамском дијаграму [61]. Дакле, приликом примене 
методе корачања потребно је: 
- заокружити остатак након последњег корака ако припада интервалу (δ/2,δ), или 
га занемарити ако припада интервалу (0,δ/2], 
- померањем полазне тачке у одговарајућим границама испитати промене 
резултата анализе, 
- анализирати вредност одступања сваке тачке од апроксимиране праве. 
4.1.3 Измењена метода корачања 
У литератури се могу срести два приступа дискретизацији методе корачања. 
Један облик дискретизације је предложен у истраживању које је спровео Clark, а 
подразумева корачање којим се прескаче тачно одређени број тачака у низу. 
Зависност дужине криве од дужине корака је дефинисана изразом (4.8), исто као и 
за класичну методу корачања. Треба напоменути да је резултат Clark-ове 
дискретизације различита дужина корака, па је за сваку итерацију потребно 
одредити средњу дужину корака [62]. 
Са друге стране, Cox и Wang су предложили дискретизацију која поразумева 
корачање дуж апсцисе (x-осе) и одређивање пресечних тачака између криве и 
вертикале на сваком кораку [63]. За дужину криве коју одређују пресечне тачке 
важи израз (4.8). Оба поменута облика дискретизације могу да се примене само на 
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кривама које испуњавају својства сурјекције („на“ пресликавања). У наставку 
рада, термин измењена метода корачања ће се односити на дискретизацију коју су 
предложили Cox и Wang. 
Hyslip је у својим истраживања применио измењену методу корачања за 
одређивање фракталне димензије вертикалног одступања горње ивице шине     
[43-45]. Измењена метода корачања је изабрана за тестирање у оквиру овог рада 
управо због чињенице да је већ била успешно примењена за анализу једног 
параметра геометрије колосека. 
Поступци у примени ове методе су: 
- корачање x-осом кораком дужине δ0 (почетна дужина корака), 
- одређивање пресечних тачака на кривој облика tj=(j·δ0,ƒ(j·δ0)), при чему важи 
j=0,1,...,N(δ) 
- корачање x-осом кораком дужине δ0/2, 
- одређивање пресечних тачака на кривој облика tj=(j·δ0/2,ƒ(j·δ0/2)), при чему важи 
j=0,1,...,2·N(δ), 
- понављање корачања x-осом до достизања корака дужине δ0/2
i-1
 и одређивање 




)), при чему важи 
j=0,1,...,2
i-1
·N(δ), а i је број итерација. 
Предност измењене методе корачања је у томе што корак дуж x-осе може да 
се изабере тако да не постоји остатак након последњег корака. Да би се остварио 
овај услов потребно је применити израз (4.19) за одређивање почетног корака. 
При томе, треба изабрати што већу вредност параметра s, али истовремено треба 
узети у обзир да ће се тиме смањити број итерација за примену ове методе, јер 
зависи од дужине почетног и крајњег корака. За одређивање дужине крајњег 














Узимајући у обзир (4.19), могу се извести коначни облици израза за број 




    s2ii 2δN
  (4.20) 
 















  (4.21) 
 
Слика 4.12 приказује алгоритам за одређивање фракталне димензије 




Слика 4.12 Алгоритам за одређивање фракталне димензије 
применом измењене методе корачања 
 
Coch-ова крива не испуњава услове за примену методе корачања, тако да не 
може бити искоришћена за приказивање резултата извршавања приказаног 
алгоритма. Резултати извршавања ове методе ће бити приказани у наставку рада 
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на примерима параметара геометрије колосека, а добијене вредности фракталне 
димензије биће упоређене са вредностима добијеним бокс методом и класичном 
методом корачања. 
4.1.4 Метода прелазака 
Метода прелазака се заснива на принципу да криве мањег степена 
неправилности имају мањи број прелазака (прекорачења) одређеног нивоа 
(границе), док за криве већег степена неправилности важи обрнуто [64]. Дакле, 
анализа броја прелазака преко одређених граница може да се искористи за 
процену фракталне димензије. Ова метода може да се примени само на кривама 
које испуњавају својства сурјекције („на“ пресликавања). 
Метода прелазака је заснована на истоименој статистичкој методи за 
анализу континуалних стохастичких процеса, која има бројне примене у 
различитим научним дисциплинама [65]. 
Метода прелазака је у досадашњим истраживањима углавном примењивана 
за анализу различитих турбулентних појава [58,66,67]. Ова метода је нарочито 
погодна за испитивање појава са аспекта прекорачења одређене граничне 
(допуштене) вредности. На пример, у истраживању које су спровели Edwards и 
Hurst, испитиване су дужине временских периода када је прекорачена допуштена 
вредност брзине ветра [67]. 
Вредности фракталне димензије ће бити испитане за случај избора почетне 
граничне вредности, која ће потом, применом одговарајуће функције скалирања, 
бити смањивана уз пребројавање броја прелазака. 
Поступци у примени ове методе су: 
- избор граничних вредности δi (i=1,...,n) - где δi представља или одговарајуће, 
унапред изабране, граничне вредности или граничне вредности за које важи 
одговарајућа функција скалирања, 
- пребројавање прелазака преко граничне вредности δi. 
Слика 4.13 приказује алгоритам за одређивање фракталне димензије 





Слика 4.13 Алгоритам за одређивање фракталне димензије применом методе прелазака 
 
Резултат примене методе прелазака не зависи од претходне припреме 
података, а омогућује релативно брзу процену фракталне димензије. Резултати 
извршавања методе у складу са претходним алгоритмом ће бити приказани у 
наставку рада на примерима параметара геометрије колосека, а добијене 
вредности фракталне димензије упоређене са вредностима добијеним бокс 
методом и методама корачања. Неопходно је напоменути да се очекују другачије 
вредности фракталне димензије у поређењу са другим методама, што не 




4.2 Тестирање метода за одређивање фракталне 
димензије 
Изабране методе (бокс метода, метода корачања, измењена метода корачања 
и метода прелазака) за одређивање фракталне димензије су тестиране 
коришћењем софтверског алата, који је развијен коришћењем програмског језика 
AutoLISP и претходно изложених принципа и алгоритама. Овај програмски језик 
је изабран зато што резултате великог броја анализа може истовремено графички 
да представи у CAD окружењу. У поступку тестирања метода је предвиђено да се 
графички резултати анализа у свакој итерацији смештају у различите лејере, чиме 
је омогућена валидација коришћених софтверских алата. 
Први проблем који може да се јави код примене појединих метода 
фракталне анализе је начин представљања података. Наиме, све реалне појаве у 
природи су такве да се снимају у функцији времена и/или у функцији просторног 
положаја. Да би се графички представила снимљена појава, на апсциси и 
ординати се у одговарајућем међусобном односу приказују физичке величине које 
углавном имају различите јединице мере. Од овог међусобног односа зависиће 
вредност фракталне димензије која се добија применом бокс методе, класичне и 
измењене методе корачања. 
Параметри геометрије колосека се изражавају у mm, а мере се по дужини 
колосека која се изражава у m. Будући да се обе величине изражавају преко 
одговарајућих јединица дужине, могло би се закључити да треба користити њихов 
реалан однос приликом примене неке од метода фракталне анализе. Међутим, 
изражавањем параметара геометрије колосека у m изгубила би се информација о 
степену неправилности, односно као резултат сваке анализе добијала би се 
вредност фракталне димензије ~1, као што је био случај у претходним 
истраживањима [43-45]. Фрактална димензија параметара геометрије колосека 
треба да припада интервалу (1,2). У складу са овим ставом, неопходно је 
извршити калибрацију између улаза и излаза, односно треба изабрати начин 




За тестирање су изабрани дијаграми витоперности колосека на две деонице 
железничке пруге Београд-Врбница (слика 4.14): (1) деоница између стационажа 
km 6+515 и km 6+615 на којој се искуствено очекује мања вредност фракталне 
димензије, (2) деоница између стационажа km 40+800 и km 40+900 на којој се 
искуствено очекује већа вредност фракталне димензије. Ови дијаграми 
витоперности су снимљени мерним колима Plasser&Theurer EM-80 L дана 12. 
марта 2014. године. Поменута мерна кола се користе за инспекцију железничке 
мреже у Србији, а дијаграм витоперности приказују у односу 1 m дужине 
колосека  0.4 mm витоперности. 
 
Слика 4.14 Дијаграми витоперности колосека на две деонице железничке пруге 
Београд-Врбница за тестирање софтверског алата за фракталну анализу 
 
Тестирање бокс методе, класичне и измењене методе корачања је извршено 
за неколико односа дужине колосека и вредности витоперности. Метода 
прелазака није тестирана на овај начин, будући да се код ове методе резултат 
анализе не мења променом односа на дијаграму. 
4.2.1 Тестирање бокс методе 
Слика 4.15 приказује резултат одређивања фракталне димензије за деонице 1 





Слика 4.15 Фракталне димензије применом бокс методе за деонице 1 (лево) и 2 (десно) 
 
Фрактална димензија на првој деоници износи 1, док на другој деоници 
износи 1,217. Као што се може видети на слици 4.15, при графичком 
представљању резултата фракталне анализе, поред апроксимиране праве 
приказују се и две праве које дефинишу граничне вредности фракталне димензије: 
- права зелене боје – фрактална димензија 1, 
- права црвене боје – фрактална димензија 2. 
На тај начин је омогућена брза визуелна оцена анализираног параметра. 
На слици 4.16 је приказан резултат тестирања бокс методе за односе дужине 
колосека и вредности витоперности који припадају интервалу [0,8]. При даљем 
повећању овог односа дијаграм витоперности се значајно мења, а фрактална 





Слика 4.16 Фракталне димензије применом бокс методе 
за различите односе дужине колосека и вредности витоперности 
 
Највећи распон између фракталних димензија за две анализиране деонице се 
добија за однос 4 m дужине колосека  1 mm витоперности. 
4.2.2 Тестирање методе корачања 
На слици 4.17 је приказан резултат одређивања фракталне димензије за 








Фрактална димензија на првој деоници износи 1, док на другој деоници 
износи 1,181, што је око 3% мање од резултата који се добија применом бокс 
методе. 
На слици 4.18 је приказан резултат тестирања методе корачања за односе 
дужине колосека и вредности витоперности који припадају интервалу [0,8]. 
Даљим повећањем овог односа дијаграм витоперности се значајно мења, а 
фрактална димензија наставља да расте приближно степенасто, исто као и случају 
на слици 4.16. 
 
 
Слика 4.18 Фракталне димензије применом методе корачања 
за различите односе дужине колосека и вредности витоперности 
4.2.3 Тестирање измењене методе корачања 
На слици 4.19 је приказан резултат одређивања фракталне димензије за 






Слика 4.19 Фракталне димензије применом 
измењене методе корачања за деонице 1 (лево) и 2 (десно) 
 
Права која најбоље апроксимира скалирајућа својства дијаграма 
витоперности на обе деонице има мању вредност коефицијента детерминације у 
поређењу са бокс методом и методом корачања. Са друге стране, детаљнија 
анализа дијаграма на деоници 2 може да наведе на закључак да постоји 
вишедимензионалност, односно неколико фракталних димензија које описују 
витоперност колосека на овој деоници (слика 4.20), што није случај код примене 
бокс методе и класичне методе корачања. Исти резултати се добијају тестирањем 
измењене методе корачања на другим деоницама. 
 
 
Слика 4.20 Привидна вишедимнезионалност 




На слици 4.21 је приказан резултат тестирања измењене методе корачања за 
односе дужине колосека и вредности витоперности који припадају интервалу 
[0,8]. Даљим повећањем овог односа дијаграм витоперности се значајно мења, а 
фрактална димензија расте до достизања максималне вредности од око 1,35 на 
деоници 1, односно око 1,7 на деоници 2. 
 
 
Слика 4.21 Фракталне димензије применом измењене методе корачања 
за различите односе дужине колосека и вредности витоперности 
4.2.4 Тестирање методе прелазака 
Приликом тестирања методе прелазака уочено је неколико недостатака. Пре 
свега, вредност фракталне димензије може да се одреди за ограничен број 
итерација, односно граничних вредности (углавном 3 до 4). Изабране граничне 
вредности утичу на вредност фракталне димензије, при чему случајеве када не 
постоји ниједан прелазак преко задате граничне вредности није могуће 
представити на дијаграму логаритамске размере. 
Основни закључак који се може извести након тестирања је да се вредности 
фракталне димензије витоперности колосека по методи прелазака углавном крећу 
у границама од 1,5 до 2. Будући да даља испитивања методе прелазака 
превазилазе оквир ове Дисертације, у наставку је на слици 4.22 приказан само 
резултат одређивања фракталне димензије за деонице 1 и 2. При томе, за почетну 
граничну вредност је усвојена максимална вредност витоперности, а за остале 





Слика 4.22 Фракталне димензије применом методе прелазака за деонице 1 и 2 
4.3 Одређивање фракталне димензије параметара 
геометрије колосека 
За потребе одређивања фракталне димензије параметара геометрије 
колосека дуж неке деонице неопходно је извршити аутоматизацију методе. 
Тестирањем бокс методе на различитим деоницама дуж железничке пруге 
Београд-Врбница, уз усвајање различитих односа дужине колосека и 
витоперности, добијена је најмања дисперзија резултата у односу на 
апроксимирану праву (вредност фракталне димензије). Због овог разлога ова 
метода је изабрана за аутоматизацију фракталне анализе. 
За потребе аутоматизације фракталне анализе параметара геометрије 
колосека, софтверски алат је допуњен опцијом одређивања клизне фракталне 
димензије, слично поступку приказаном у [39]. Улазни подаци које треба унети 
приликом покретања алата за фракталну анализу су: 
- почетна и крајња стационажа деонице која се анализира, 
- дужина клизног опсега на којем се одређује фрактална димензија, 
- преклапање узастопних клизних опсега, 
- број итерација за одређивање фракталне димензије. 
Фрактална анализа параметара геометрије колосека је извршена на деоници 
Лајковац-Ваљево, железничке пруге Београд-Врбница, при чему је коришћен 
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клизни опсег дужине 100 m, уз коефицијент преклапања 75%. Дакле, фрактална 
димензија је одређивана за опсеге дужине 100 m на сваких 25 m дуж колосека. 
Сваки од параметра геометрије колосека је анализиран за два односа дужине 
колосека и вредности параметра – 1 m  1 mm и 4 m  1 mm.  
4.3.1 Фрактална анализа одступања ширине колосека 
На слици 4.23 су приказане фракталне димензије одступања ширине 
колосека дуж предметне деонице. Фракталне димензије се крећу у распону од 
∼1,0 до ∼1,2 за однос 1 m  1 mm, односно од ∼1,15 до ∼1,45 за однос 4 m  1 mm. 
 
 
Слика 4.23 Фракталне димензије одступања ширине колосека на деоници Лајковац-Ваљево 
4.3.2 Фрактална анализа вертикалног одступања 
На слици 4.24 су приказане фракталне димензије вертикалног одступања 
дуж предметне деонице. Будући да се вертикално одступање мери и на левој и на 
десној шини у колосеку, вредности фракталних димензија су одређене за обе 
шине, а на дијаграму је приказана већа од две вредности за сваки клизни опсег. 
Фракталне димензије се крећу у распону од ∼1,0 до ∼1,2 за однос 1 m  1 mm, 





Слика 4.24 Фрактална димензија вертикалног одступања на деоници Лајковац-Ваљево 
4.3.3 Фрактална анализа одступања смера 
На слици 4.25 су приказане фракталне димензије одступања смера дуж 
предметне деонице. Будући да се одступање смера мери и на левој и на десној 
шини у колосеку, вредности фракталних димензија су одређене за обе шине, а на 
дијаграму је приказана већа од две вредности за сваки клизни опсег. Фракталне 
димензије се крећу у распону од ∼1,0 до ∼1,2 за однос 1 m  1 mm, односно од 
∼1,15 до ∼1,5 за однос 4 m  1 mm. 
 
 




4.3.4 Фрактална анализа одступања надвишења 
На слици 4.26 су приказане фракталне димензије одступања надвишења дуж 
предметне деонице. Фракталне димензије се крећу у распону од ∼1,0 до ∼1,2 за 
однос 1 m  1 mm, односно од ∼1,1 до ∼1,4 за однос 4 m  1 mm. 
 
 
Слика 4.26 Фрактална димензија одступања надвишења на деоници Лајковац-Ваљево 
4.3.5 Фрактална анализа витоперности 
На слици 4.27 су приказане фракталне димензије витоперности дуж 
предметне деонице. Фракталне димензије се крећу у распону од ∼1,0 до ∼1,2 за 






Слика 4.27 Фрактална димензија витоперности на деоници Лајковац-Ваљево 
4.3.6 Анализа добијених резултата 
Променом односа дужине и вредности параметра не мења се значајно облик 
дијаграма фракталне димензије, али се додатно истичу деонице са максималним 
вредностима, што представља предност вертикалног скалирања дијаграма. 
Дијаграми на сликама 4.23-4.27 приказују вредности фракталне димензије на 
целој дужини деонице, укључујући и главне пролазне колосеке у станицама. У 
табели 4.2 су приказани положаји станица на анализираној деоници. 
 
Табела 4.2 Положаји станица на деоници Лајковац-Ваљево 
железничке пруге Београд-Врбница 
Р.бр. Станица Улазна скретница Излазна скретница 
1 Лајковац 51+967,75 52+853,32 
2 Словац 58+496,85 59+347,49 
3 Дивци 66+755,74 67+604,40 
4 Ваљево 76+879,76 78+050,54 
 
У табели 4.3 су приказане средње, максималне и минималне вредности 
фракталне димензије по међустаничним растојањима, односно на деоницама 




Табела 4.3 Mаксималне и минималне вредности 
фракталне димензије по међустаничним растојањима 
Међустанично 
растојање 











TG 1,285 1,199 55+778,32 1,428 52+903,32 
LL 1,271 1,125 55+278,32 1,571 56+903,32 
A 1,303 1,188 55+353,32 1,495 56+028,32 
CL 1,210 1,091 58+128,32 1,418 57+703,32 






TG 1,245 1,134 63+853,32 1,416 66+703,32 
LL 1,223 1,085 61+428,32 1,386 66+753,32 
A 1,303 1,163 59+703,32 1,470 63+478,32 
CL 1,195 1,083 61+628,32 1,321 61+303,32 







 km 76+879,76 
TG 1,271 1,165 69+178,32 1,448 74+528,32 
LL 1,213 1,126 68+078,32 1,386 74+878,32 
A 1,307 1,202 68+728,32 1,431 75+353,32 
CL 1,179 1,086 74+253,32 1,371 75+678,32 
TW 1,217 1,108 68+953,32 1,349 75+328,32 
 
Средња вредност фракталне димензије за свих пет параметара геометрије 
колосека би могла да се интерпретира као показатељ квалитета колосека. 
Међутим, параметри геометрије колосека су различитог реда величине, као и 
различитих граничних вредности одступања, тако да њихове фракталне димензије 
нису међусобно упоредиве. 
Са друге стране, могуће је међусобно поредити деонице са аспекта 
фракталних димензија појединачних параметара геометрије колосека. У табели 
4.4 је приказано рангирање међустаничних растојања 1, 2 и 3 (ознаке растојања 
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према табели 4.3) на основу средње вредности фракталне димензије за сваки 
параметар. Може се закључити да се међустанично растојање 3 (Дивци-Ваљево) 
одликује најбољим квалитетом геометрије колосека. Са друге стране, за 
међустанично растојање 1 (Лајковац-Словац) се може сматрати да је најлошијег 
квалитета геометрије колосека. 
 
Табела 4.4 Рангирање међустаничних растојања 
Параметар геометрије 
Међустанично растојање 
са најмањим FDsr 
Ширина колосека 2 
Вертикално одступање 3 
Одступање смера 2 , 3 
Надвишење 1 
Витоперност 3 
4.4 Предлог методе за одређивање индекса TQI применом 
фракталне анализе 
Због чињенице да параметри геометрије колосека нису истог реда величине, 
ни истих граничних вредности одступања, њихове фракталне димензије нису 
међусобно упоредиве. Међутим, уколико се изврши одговарајуће нормирање 
вредности параметара геометрије, а потом одреде фракталне димензије 
нормираних дијаграма геометрије, тада би било могуће међусобно поређење. 









norm   (4.22) 
 
где је pnorm нормирана вредност, pmer је измерена вредност, а IALp је граница хитне 
интервенције за параметар. Дакле, дијаграми параметара геометрије колосека су 
нормирани тако да представљају процентуално одступање параметара од 
одговарајућих граница хитне интервенције дуж колосека. 
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Нормирање омогућује коришћење фракталних димензија појединачних 
параметара за дефинисање укупне фракталне димензије геометрије колосека. За 
одређивање укупне фракталне димензије геометрије колосека може се користити 
израз (4.23): 
 
 TWTWCLCLAALLLLTGTGU FDwFDwFDwFDwFDwFD   (4.23) 
 
где су wTG, wLL, wA, wCL и wTW тежински коефицијенти за сваки параметар 
геометрије, а FDTG, FDLL, FDA, FDCL и FDTW су њима одговарајуће фракталне 
димензије. Вредности тежинских коефицијената, слично изразу (2.4), треба 
прописати у складу са политиком одржавања. Дакле, вредности FDU практично 
представљају индексе квалитета колосека. Слика 4.28 приказује укупне вредности 
фракталне димензије геометрије колосека на деоници Лајковац-Ваљево. При 
томе, вредност FDU је одређена усвајањем исте вредности за све тежинске 
коефицијенте (w=0,20), односно усвајањем једнаког релативног утицаја за сваки 
параметар геометрије колосека. 
 
 
Слика 4.28 Укупне вредности фракталне димензије 
геометрије колосека на деоници Лајковац-Ваљево 
 
Табела 4.5 приказује предложен метод класификације колосека према 
укупној фракталној димензији као показатељу индекса TQI. Предложене границе 
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у табели 4.5 су одређене на основу анализе опсега добијених вредности фракталне 
димензије сваког параметра. 
 
Табела 4.5 Класификација квалитета према укупној фракталној димензији колосека 
Вредност FD Оцена квалитета Опис квалитета 
< 1,20 5 Одличан 
< 1,30 4 Добар 
< 1,40 3 Средњи 
< 1,50 2 Лош 
≥ 1,50 1 Изразито лош 
 
За класификацију колосека применом предложених граница у табели 4.5, 
могу се прво одредити појединачне оцене квалитета за сваки параметар 
геометрије колосека, па потом одредити њихову средњу вредност као показатељ 
квалитета колосека. 
На слици 4.29 је приказана класификација квалитета геометрије колосека на 
деоници Лајковац-Ваљево, у складу са табелом 4.5. Највећа средња оцена 
квалитета је добијена на другом међустаничном растојању (3,52), а најмања на 
првом међустаничном растојању (3,23). 
 
 
Слика 4.29 Класификација квалитета геометрије колосека на деоници Лајковац-Ваљево 
 
На анализираној деоници су, такође, одређене средње оцене квалитета на 
одсецима дужине 1 km. У складу са добијеним резултатима, најлошији квалитет 
геометрије колосека је на деоници од km 56+828,32 до km 57+828,32 (средња 
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оцена 2,46), а најбољи на деоници од km 68+478,32 до km 69+478,32 (средња 
оцена 3,95). 
За класификацију колосека применом предложених граница у табели 4.5, 
могу се прво одредити појединачне оцене квалитета за сваки параметар 
геометрије колосека, па потом одредити њихову средњу вредност као показатељ 
квалитета колосека. Применом ове методе за оцену квалитета добија се бољи 
утисак о стању геометрије на појединачним деоницама (слика 4.30). 
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5 ТЕОРИЈСКА АНАЛИЗА УТИЦАЈА 
УСЛОВА ОСЛАЊАЊА ПРАГОВА 
 
Под дејством саобраћајног оптерећења кроз време долази до неравномерног 
слегања застора, услед чега се јављају нерегуларности ослањања појединих 
прагова. Ова појава је била предмет великог броја истраживања, на основу којих 
су утврђене последице до којих може доћи на терену. Те последице 
подразумевају, пре свега, утицај на квалитет геометрије колосека, стабилност и 
сигурност колосека, као и на чешћу појаву механичких оштећења на елементима 
шинских причвршћења, праговима и застору [68]. Дакле, главни узрок пропадања 
геометрије колосека су нерегуларно ослоњени прагови. 
У општем случају, са аспекта услова ослањања, за прагове у застору од 
туцаника се може рећи да су: 
- ослоњени – праг се целом дужином доње површине (слика 5.1-1), или 
одговарајућом дужином (од крајева ка средини) ослања на застор (слика 5.1-2), 
- делимично ослоњени – различите дужине и распоред зона преко којих се праг 
ослања на застор (слика 5.1-3 приказује посебан случај делимичног ослањања 
када праг у пресецима испод шина није ослоњен), и 





Слика 5.1 Подела прагова према условима ослањања: (1) ослоњени, 
(2) ослоњени са празнином у средини, (3) делимично ослоњени, и (4) неослоњени 
 
Већина поступака за прорачун напона савијања прагова подразумева да се 
праг или ослања преко целе доње површине, или да само централни део није 
ослоњен [69,70], па се због тог разлога у овим случајевима сматра да је праг 
ослоњен (услови ослањања 1 и 2 на слици 5.1). Став да постоји празнина у 
централној зони испод прага је оправдан и са аспекта одржавања, будући да 
машина за подбијање регулише збијеност туцаника испод прага у зонама око 
шина. 
Услед акумулираног саобраћајног оптерећења и неравномерног слегања 
застора од туцаника, временом долази до појаве зона различитих облика и 
величина у којима праг губи ослонац. Даљим акумулирањем саобраћајног 
оптерећења и напретком слегања може доћи до потпуног губитка ослонца испод 
прага, када једини ослонац у вертикалном смислу представљају шине за које је 
праг везан преко система причвршћења (слика 5.1-4). 
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Дакле, механизам појаве и развоја нерегуларности ослањања прагова је у 
директној вези са акумулираним саобраћајним оптерећењем. Истовремено постоји 
директна веза између акумулираног саобраћајног оптерећења у милионима бруто 
тона и степена пропадања геометрије колосека [71]. 
Оправдано је очекивати да услед побуде од саобраћајног оптерећења неће 
бити исти одзив (вибрације) ослоњених, делимично ослоњених и неослоњених 
прагова. У складу са овим ставом, у наставку је извршена теоријска анализа 
утицаја услова ослањања на сопствене фреквенције вибрација прагова. 
5.1 Механички систем прага у застору 
На слици 5.2 је представљен механички систем прага у застору од туцаника. 
Овај механички систем има два степена слободе, односно може да се помера 




Слика 5.2 Механички систем прага у застору 
 
Застор од туцаника на који се праг ослања представљен је у виду 
деформабилних ослонаца крутости kb и пригушења cb, који су континуално 
распоређени дуж доње површине прага. Расподела притисака испод прагова у 
стварном колосеку није костантна [70,72,73]. Из практичних разлога се усваја 
идеализована константна расподела. Утицај туцаника у правцу y-осе је занемарен. 
123 
 
Везе шина са прагом су представљене у виду деформабилних ослонаца 
крутости kr и пригушења cr, којима одговара укупна крутост и пригушење 
примењеног система шинског причвршћења. 
За сваки механички систем на који делују спољашње силе важи општи 
облик диференцијалне једначине осцилаторног кретања (5.1): 
 
 Fzkzczm    (5.1) 
 
где су: 
z – оса у правцу које се систем креће, 
m – маса система, 
c – пригушење система, 
k – крутост система и 
F – спољашња сила. 












  (5.3) 
 





zωzωξ2z 2ss    (5.4) 
 
где су: 
ωs – фреквенција осциловања у rad/s, 
ξ – коефицијент пригушења система. 
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5.2 Механички систем за анализу природних 
фреквенција осциловања прага 
Природна фреквенција представља фреквенцију осциловања којој ће систем 
да тежи у одсуству пригушења. Одсуство пригушења значи да се систем креће без 
губитка механичке енергије, односно систем наставља да се креће и након 
престанка дејства силе. Осцилаторно кретање је, у овом случају, описано 
диференцијалном једначином (5.5): 
 
 0zωz0ξ 2n    (5.5) 
 
где је ωn природна фреквенција осциловања, која се углавном изражава у rad/s. 
Ово је хомогена диференцијална једначина другог реда, а њена решења у општем 
случају могу имати неки од облика у складу са (5.6). 
 
       ωtinn eC,ψtωsinB,ψtωcosAtz   (5.6) 
 
где су A, B и C амплитуде осцилација, а ψ параметар који зависи од почетних 
услова (фаза осциловања). 
Механички систем прага у застору за анализу природних фреквенција 
осциловања је приказан на слици 5.3. Приликом утврђивања природних 
фреквенција осциловања праг се може разматрати као круто тело. Ова 
претпоставка је оправдана у случају анализе бетонског прага, услед чињенице да 
овај тип прага има велику крутост. Испитивањем представљеним у [74,75], 
добијене су незнатне разлике у вредностима природних фреквенција за случај 






Слика 5.3 Механички систем за анализу природних фреквенција осциловања прага у застору 
 
Будући да праг у застору може да се помера у вертикалном правцу и обрће 
око тежишта, за ова два случаја су дефинисане диференцијалне једначине 
осциловања: 
 






    (5.7) 
 











    (5.8) 
 
где су: 
ms – маса прага у kg, 
LS – дужина прага у m, 
kb – крутост туцаника по дужини прага у kN/mm/mm, 
kr – крутост шинског уметка у kN/mm, 
d – осно растојање шина (1500 mm за номиналну ширину колосека 1435 mm) и 
IS – динамички момент инерције прага у kg∙m
2
. 
За решење приказаних диференцијалних једначина усвојене су следеће 
функције у складу са (5.6): 
 
 
   











где параметри A и B представљају амплитуде осцилација. На слици 5.4 је 
приказана фаза осциловања прага при ампитудама вертикалног померања и 
обртања у односу на равнотежни положај. 
 
 
Слика 5.4 Фаза осциловања прага при ампитудама вертикалног померања и обртања 
 
Како је стварну вредност динамичког момента инерције бетонског прага 
тешко одредити аналитички због променљивог попречног пресека, за прорачун је 







I   (5.10) 
5.3 Анализа природних фреквенција осциловања прага 
У наставку је анализиран утицај услова ослањања на природне фреквенције 
прага. Да би било могуће међусобно упоредити добијене вредности природних 
фреквенција, неопходно је усвојити одговарајуће нумеричке параметре који се 
јављају у једначинама (5.7) и (5.8). Табела 5.1 приказује улазне податке на основу 






Табела 5.1 Улазни подаци за одређивање природних фреквенција прага 
Улазни подаци Ознака Вредност 
Дужина прага LS 2,4 m 
Маса прага ms 270 kg 
Осно растојање шина d 1,5 m 
Крутост шинског уметка kr 60 kN/mm 
Крутост туцаника по дужини прага kb 40 N/mm/mm 
5.3.1 Добро ослоњен праг 
Механичком систему са слике 5.3 одговара случај када се праг целом својом 
доњом површином ослања на застор од туцаника (случај ослањања 1 на слици 
5.1). Заменом израза (5.9) у (5.7) и (5.8) добијају се две вредности природне 
























  (5.12) 
 
Заменом одговарајућих вредности, добијају се природне фреквенције 
вертикалног померања и обртања прагова fn,w=142,35 Hz и fn,υ=149 Hz.  
Као што је раније напоменуто, већина поступака за прорачун напрезања 
прагова претпоставља да постоји средишњи део прага који није ослоњен (случај 






Слика 5.5 Механички систем прага за случај неослоњене средње зоне 
 
На великом броју железница се примењује израз (5.13) за одређивање 
ефективне дужине ослањања прага. Заменом овог израза у једначине (5.7) и (5.8) и 
променом граница интеграције, одређене су природне фреквенције прага који 
нема ослонац у средишњем делу. 
 
 dLu S   (5.13) 
 
где је u двострука дужина препуста прага. 
 





n,w   (5.14) 
 








23 3  (5.15) 
 
Заменом одговарајућих вредности (табела 5.1), добијају се природне 
фреквенције fn,w=134,21 Hz и fn,υ=148,52 Hz. Дакле, за неослоњен средишњи део 
дужине 0,6 m вредност природне фреквенције за вертикално померање се смањује 
5,72% у односу на потпуно ослоњен праг, док вредност природне фреквенције 
обртања остаје приближно иста. На слици 5.6 је приказан ефекат смањивања 




Слика 5.6 Утицај дужине неослоњене средње зоне на природне фреквенције прага 
5.3.2 Делимично ослоњен праг 
Анализирана су два случаја делимично ослоњеног прага: праг који  није 
ослоњен на крајевима и праг који није ослоњен и на крајевима и у средини. 
5.3.2.1 Праг без ослонца на крајевима 
Слика 5.7 приказује механички систем прага који није ослоњен у зонама око 
крајева. У општем случају, дужине неослоњених зона на крајевима прага су 
различите: (a) дужина неослоњене зоне на левом крају прага, (b) дужина 
неослоњене зоне на десном крају прага. 
 
 




Интеграцијом једначина (5.7) и (5.8) у границама [-LS/2+a,LS/2-b], добија се 
систем две хомогене диференцијалне једначине са две непознате – амплитуде 
осцилација А и В. Да би овај систем имао нетривијално решење, детерминанта 
система треба да буде једнака нули. Применом изложене методе, даље се могу 
одредити вредности природних фреквенција. Након тога, заменом ових вредности 
у полазне диференцијалне једначине добијају се међусобни односи амплитуда А и 
В, односно тзв. модални облици вибрација. У зависности од облика побуде, праг 
вибрира или у једном од два модална облика, или у форми периодичног кретања 
које је резултат комбинације модалних облика [76]. 
За систем приказан на слици 5.7 добијају се два пара вредности природних 
фреквенција (±ωn1,±ωn2) у складу са изразoм (5.16). 
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На слици 5.8 је приказана зависност природних фреквенција од дужине 
неослоњене зоне на једном крају прага, односно случај у коме су дужине 
неослоњених зона на крајевима прага разчличите, тако да важи b=0 и а≠0. На 






Слика 5.8 Зависност природних фреквенција 
од дужине неослоњене зоне на једном крају прага 
 
Слика 5.9 Модални облици вибрација за различите дужине 
неослоњене зоне на једном крају прага 
 
На слици 5.9 се види да су, у општем случају, за фреквенције fn,2 израженије 
амплитуде обртања него вертикалног померања. За фреквенције fn,1 постоје два 
случаја у којима су израженије амплитуде вертикалног померања (а/LS ≈ 0 и а/LS ≈ 
1), док у осталим случајевима вибрације прага подразумевају различите 
комбинације вертикалног померања и обртања око тежишта. Повећавањем 
дужине неослоњене зоне прага до вредности а/LS≈0,22 повећава се релативна 
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амплитуда вибрација до вредности А1=-0,72 и А2=0,667. Даљим повећањем 
дужине неослоњене зоне прага амплитуде вибрација се смањују. 
На слици 5.10 је приказана зависност природних фреквенција од дужине 
неослоњене зоне једнаке дужине на оба краја прага, тако да важи а=b≠0. За 
дужине неослоњене зоне прага а/LS=b/LS≈0,0675 и а/LS=b/LS≈0,387 праг вибрира у 
неком од модалних облика. 
 
Слика 5.10 Зависност природних фреквенција 
од дужине неослоњених зона на оба краја прага 
5.3.2.2 Праг без ослонца и на крајевима и у средини 
На слици 5.11 је приказан механички систем за случај када праг нема 
ослонац и у средини и у зонама око крајева. 
 
 
Слика 5.11 Механички систем за случај када 




За систем приказан на слици 5.11 добијају се два пара вредности природних 
фреквенција (±ωn1,±ωn2) у складу са изразoм (5.21), при чему су усвојене смене 
променљивих (5.17)-(5.20). 
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Слика 5.12 приказује зависност природних фреквенција од дужине 
неослоњене зоне на оба краја прага, уз претпоставку да је дужина неослоњене 





Слика 5.12 Зависност природних фреквенција прагова без ослонца у средини 
при смањивању дужине неослоњених зона на оба краја прага 
 
Повећањем дужине неослоњене зоне на оба краја прага (слика 5.12), 
сопствене фреквенције опадају већом брзином у односу на случај неослоњене 
зоне на једном крају (слика 5.8). 
5.3.3 Неослоњен праг 
Како код неослоњеног прага (услови ослањања 4 на слици 5.1) не постоји 
додир између његове доње површине и туцаника, природне фреквенције 
вибрација се могу једноставно одредити заменом израза kb=0 у изразе (5.11) и 



















  (5.23) 
 
Заменом одговарајућих вредности, добијају се фреквенције fn,w=106,10 Hz и 
fn,υ=114,86 Hz. Дакле, у случају када се праг уопште не ослања својом доњом 
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површином на туцаник, вредност природне фреквенције за вертикално померање 
се смањује за 25,5%, а вредност природне фреквенције обртања се смањује за 
22,9% у односу на потпуно ослоњен праг. 
5.4 Утицај услова ослањања на вибрације прага 
Смањивањем ефективне површине ослањања прага смањују се његове 
природне фреквенције. Дакле, услед деловања исте спољашње побуде, добро 
ослоњени прагови ће имати мање амплитуде вибрација у поређењу са делимично 
ослоњеним и неослоњеним праговима. Без обзира на услове ослањања, спољашњу 
побуду и модални облик, највеће амплитуде вибрација су на крајевима прага. 
Неопходно је напоменути да на фреквенције вибрација прага, поред услова 
ослањања, утичу и крутост застора и крутост система причвршћења, као и маса 
прага. Фреквенције вибрација расту са смањењем масе прага. Са друге стране, 
смањењем крутости застора и/или система причвршћења фреквенције вибрација 
се смањују, што важи и у случају повећања међусобног односа ове две крутости.  
Уколико елементи горњег строја на две деонице железничке пруге немају 
иста механичка својства, тада ће се при деловању исте побуде разликовати 
фреквенције при којима долази до амплитуде вибрација прагова. Дакле, прагови 
са истим условима ослањања на две деонице са различитим горњим стројем неће 
имати исте амплитуде вибрација. Такође, прагови различитих маса са истим 
условима ослањања неће имати исте амплитуде вибрација. 
На деоницама железничке пруге на којима је лошији квалитет геометрије 
колосека, може се очекивати постојање одређеног броја прагова који нису добро 
ослоњени, односно прагова који би при деловању исте спољашње побуде имали 





6 УТВРЂИВАЊЕ УСЛОВА ОСЛАЊАЊА 
МЕРЕЊЕМ МИКРОТРЕМОРА ПРАГОВА 
 
Истраживања на терену су показала да се за више од 50% прагова може 
сматрати да нису ослоњени [77]. Истраживања које су спровели Li и Sun 
потврђују претходно поменут став, уз изношење става да се прагови који нису 
ослоњени често јављају у низу на дужини од 1 – 4 m, као и да се висина празнине 
испод прага креће у границама од 2 – 4 mm [78,79]. Zhang и сар. су утврдили 
постојање корелације између висине празнине испод прага и вертикалног 
оптерећења у додиру точак-шина. Ова корелација постоји у свим случајевима у 
којима до 6 прагова у низу није ослоњено [80]. 
Интеракција застора од туцаника и прагова значајно утиче на динамичко 
понашање колосека [68]. Дакле, уколико један или неколико прагова у низу нису 
ослоњени, то ће довести до значајног повећања динамичких утицаја. Тада 
динамичке силе у додиру точак-шина могу бити и до 80% веће у поређењу са 
деоницама на којима су прагови ослоњени [68]. У том случају ће и напони у 
додиру точак-шина бити до 80% већи на деоницама са праговима који нису 
ослоњени. Уколико напони у додиру прекораче границу еластичности шинског 
челика, доћи ће до ремећења његове микроструктуре и до појаве пластичних 
деформација. Описани механизам доводи до појаве и развоја шинских дефеката 
услед замора материјала [81-84]. 
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У оквиру истраживања које су спровели Shi и сар. развијен је модел 
колосека применом методе коначних елемената, на коме је потом испитиван 
утицај броја узастопних неослоњених прагова на напрезање појединих елемената 
конструкције горњег и доњег строја, стабилност колосека и сигурност вожње. 
Прво је анализиран случај са ослоњеним праговима, а потом су добијени 
резултати поређени са резултатима анализе за случајеве са једним до четири 
узастопна прага који нису ослоњени. У прорачуну је усвојена висина празнине 
испод прага 4 mm, осовинско оптерећење 250 kN и брзина возила 140 km/h. 
Анализом добијених резултата утврђен је пораст напрезања у горњем и доњем 
строју са повећањем броја узастопних неослоњених прагова i = 0, 1, 2, 3, 4 [79]: 
- мaксимaлно напрезање у стезаљкама: R1=1,35·R0 , R4=3,20·R0 
- максимално вертикално убрзање возила: q2=1,35·q0 , q3=1,69·q0 , q4=2,38·q0 
- максимална сила у додиру точак-шина: P1=1,03·P0 , P4=1,12·P0 
- максимални напон притиска на планум: σb1=1,01·σb0 , σb4=1,60·σb0 . 
Наведени утицаји могу додатно да се увећају у условима вишка или мањка 
надвишења у кривинама, услед чега је једна шина у колосеку оптерећенија од 
друге, чиме је и расподела оптерећења испод прага неравномернa [69]. 
6.1 Методе за утврђивање услова ослањања прагова 
На терену је у досадашњој пракси примењивано неколико метода мерења у 
циљу утврђивања услова ослањања прагова у застору. Ове методе мерења могу да 
буду директне и индиректне. У директне методе спада скенирање застора x-
зрацима или георадаром. У индиректне методе спадају методе којима се мере 
вибрације или угиби прагова, на основу чега се посредно могу утврдити услови 
ослањања прагова. 
У истраживању које су спровели Kim и сар. вршено је испитивање 
вертикалних угиба прагова на три деонице пруге за велике брзине у Јужној Кореји 
[85]. Вредности измерених угиба су послужиле као основа за доношење закључка 
о условима ослањања испитиваних прагова. У овом истраживању примењене су 
три методе мерења: класичан систем са сензором вертикалног померања, 
модификовани опит са падајућим теретом (као на слици 6.1) и оптички систем за 
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мерење угиба. Анализом резултата мерења и испитивањем на терену утврђено је 
да су неослоњени прагови имали највеће вредности угиба. 
 
 
Слика 6.1 Испитивање угиба прагова применом опита са падајућим теретом [86] 
 
Угиб прагова може се одредити посредно преко мерења вертикалних 
вибрација, а потом двоструком интеграцијом добијених сигнала. Овај метод је 
примењен у истраживању које су спровели Brajović и сар. на индустријској прузи 
за превоз угља [87]. На слици 6.2 је приказан бежични сензор за мерење вибрација 
који је у сврху овог истраживања коришћен на терену. 
 
 
Слика 6.2 Бежични сензор за мерење вибрација [87] 
 
На истој деоници железничке пруге, Brajović и сар. су испитивали угибе 
прагова применом оптичког сензора положаја, који је био причвршћен за врат 
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шине (слика 6.3). Иста метода је примењена у теренским истраживањима које су 
спровели Pinto и сар. на прузи за велике брзине у Португалији [88]. 
 
 
Слика 6.3 Примена оптичког сензора положаја за мерење угиба на прагу 
 
Оправдано је очекивати да у зонама са делимично ослоњеним или 
неослоњеним праговима долази до промене (смањења) укупне крутости колосека. 
Да би се овакве зоне утврдиле може се користити снимак са уређаја за 
континуално мерење крутости колосека. На слици 6.4 је приказан један овакав 
уређај у примени на шведским железницама, који континуално мери вертикалну 
силу и убрзање [89]. Вредност вертикалног угиба, неопходна за прорачун 
крутости, одређује се двоструком интеграцијом измереног убрзања (као у [87]). 
 
 




На слици 6.5 је приказан дијаграм измерене крутости дуж једне деонице 
железничке пруге у Шведској. Локални максимуми, који се на дијаграму јављају 




Слика 6.5 Промене у крутости колосека 
дуж једне деонице железничке пруге у Шведској [90] 
 
На дијаграму се може уочити нагли пад крутости колосека (нагло повећање 
угиба) на три прага у близини стационаже km 149+807. Дакле, може се очекивати 
да се ова три прага не ослањају својом доњом површином на туцаник [90]. 
Међутим, неопходно је напоменути да крутост у општем случају није хомогена 
дуж колосека [91,92]. До регистровања изненадних промена крутости долази 
приликом преласка мерног уређаја преко свих дисконтинуитета у колосеку, као 
што су механички спојеви, изоловани спојеви, прелазне конструкције на прилазу 
мосту или пропусту, скретнице, дилатационе справе. Зато је за тумачење 
дијаграма промене крутости дуж колосека и утврђивање потенцијалних места са 
нерегуларно ослоњеним праговима неопходно располагати детаљним подацима о 
уграђеним елементима горњег строја . 
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6.2 Утврђивање услова ослањања прагова применом 
анализе микротремора 
За потребе утврђивања услова ослањања прагова примењена је анализа 
микротремора прагова, која подразумева анализу одзива прагова на континуалне 
амбијенталне микровибрације тла које се преносе на све околне објекте [93]. 
Мерење и интерпретација микротремора је корисна геофизичка метода која може 
да се примени у различитим областима [94,95]. 
Микротремори су узорковани по систему праг по праг. Полазна хипотеза у 
истраживању је да прагови који нису добро ослоњени на туцаник имају веће 
амплитуде вибрација у поређењу са добро ослоњеним праговима (у складу са 
теоријским разматрањима у поглављу 5). 
6.2.1 Карактеристике примењеног мерног система 
За потребе узoркoвaња микрoтремора примењен је мeрни систем TM-3C400 
(развијен од стране компаније CNTG д.о.о. Београд), кojи прeдстaвљa 
сeизмoмeтриjски 24-битни aквизициoни систeм (слика 6.6). Нa систeм су 
прикључeни троaксиjaлни вeлoсимeтри фрeквeнтнoг oпсeгa од 0,1 Hz дo 600 Hz, 
као и трoaксиjaлни Geo-Space сeнзoр. Пoдaци сe склaдиштe у мeмoриjу рaчунaрa у 
рeaлнoм врeмeну. Инструмeнт имa aутoнoмнo нaпajaњe вeликoг кaпaцитeтa, које 
омогућава 48 сати нeпрeкиднoг рaдa. 
 
 




У табели 6.1 су приказани параметри аквизиције при којима је вршено 
узорковање микротремора на праговима. Toкoм aквизициje je кoришћeн 
сoфтвeрски пaкeт AcDat. Над свим узoркoвaним пoдaцимa је спрoвeдeнa 
спeктрaлнa aнaлизa (брзa Фуриjeoвa трaнсфoрмaциja) пo x, y и z oси кoришћењем 
сoфтвeрског пaкeта GeoDas 2.10. 
 
Табела 6.1 Параметри аквизиције при узорковању микротремора 
 Параметри аквизиције Вредност параметра 
1 Трајање узорковања 60 s 
2 Број регистрованих узорака 2400 
3 Фреквенција узорковања 400 Hz 
4 Временски интервал 
семпловања 
0,0025 s 
5 Број оса сензора 3 
6 Резолуција амплитуде 24-bit 
 
Кoришћeњем сoфтвeрског пaкeта Grapher 2.0 одређени су спектри 
максималних амплитуда померања. Потом су сви добијени спектри поређани 
управно на подужну осу пруге, у складу са стационажама на којима је вршено 
узорковање. Интеграцијом овако организованих спектара, применом софтверског 
пакета Surfer 8, најпре је формирана површ која представља промену спектралних 
карактеристика, а потом су од ове површи формиране карте просторне расподеле 
зависности амплитуде од фреквенције. 
6.2.2 Избор мерних деоница за узорковање микротремора 
Уколико један или неколико прагова у низу нису добро ослоњени, на том 
делу колосека ће приликом проласка мерних кола доћи до појаве већих угиба, што 
ће у одређеној мери утицати на снимљене параметаре геометрије колосека. 
Узимајући у обзир дефиниције параметара геометрије колосека, које су детаљно 
образложене у поглављу 2.1, оправдано је очекивати да ће се већи вертикални 
угиб пре свега рефлектовати као изненадна промена на дијаграму вертикалног 
одступања леве и десне шине, али у одређеним случајевима и на дијаграму 
витоперности. Нагле промене на овим дијаграмима могу да укажу и на места са 
повећаним диференцијалним слегањем колосека, па је на тим местима на терену 
неопходно извршити додатна испитивања. 
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На основу методе за одређивање индекса TQI, која је примењена у поглављу 
4.4, утврђене су две референтне деонице: 
- од km 56+828,32 до km 57+828,32 – најлошији квалитет геометрије колосека, 
- од km 68+478,32 до km 69+478,32 – најбољи квалитет геометрије колосека. 
Дакле, на деоници са најлошијим квалитетом неопходно је изабрати одсек на 
којем ће бити примењена анализа микротремора прагова, са циљем утврђивања 
броја и распореда прагова који немају регуларне услове ослањања. Са друге 
стране, на деоници са најбољим квалитетом се очекује да су сви прагови 
ослоњени, или да постоји занемарљив број прагова који нису ослоњени. Дакле, на 
другој деоници се може изабрати било који одсек за примену анализе 
микротремора прагова. 
У складу са претходно изнетим ставовима, изабране су две тест-деонице за 
примену анализе микротремора прагова: 
- Деоница А: од km 57+300 до km 57+350, на којој се очекује значајан број прагова 
који нису добро ослоњени, 
- Деоница В: од km 68+850 до km 68+900, на којој се не очекују нерегуларности 
ослањања прагова. 
Деоница А је изабрана на основу дијаграма вертикалног одступања леве и десне 
шине и витоперности колосека (слика 6.7). Наиме, на сва три дијаграма се могу 
уочити нагле промене, које одступају у односу на генерални ток вредности 
параметара. Насупрот томе, на Деоници В се могу уочити минимална вертикална 





Слика 6.7 Вертикално одступање и витоперност на Деоници А и Деоници В 
 
Колосек на Деоници А се састоји од бетонских прагова домаће производње 
који су уграђени на растојању 0,65 m (прагови типа IM2, LS=2,4 m и ms≈190 kg), К 
система шинског причвршћења и профила шине 49Е1. Колосек на Деоници В се 
састоји од бетонских прагова који су уграђени на растојању 0,60 m (прагови типа 
B70 W54, LS=2,4 m и ms≈270 kg), W14 система шинског причвршћења и профила 
шине 49Е1. Дакле, због различите конструкције колосека није могуће поредити 
прагове на једној са праговима на другој деоници. 
Теренска истраживања су подразумевала узорковање микротремора на 80 
прагова на Деоници А и 80 прагова на Деоници В, што одговара дужини од 
приближно 100 m колосека. Узорковање микротремора је извршено током августа 
(Деоница А) и септембра (Деоница В) 2014. године. 
6.2.3 Узорковање и анализа микротремора прагова на Деоници А 
На слици 6.8 је дат шематски приказ позиција узорковања микротремора на 
праговима на Деоници А. Троаксијални сензор је постављан на позицију 
непосредно поред шинског причвршћења са унутрашње стране колосека. Овакво 
позиционирање сензора је изабрано из практичних разлога, јер би са спољашње 
стране колосека било неопходно уклонити туцаник са крајева прагова. На овој 
позицији неће бити регистровано максимално вертикално померање прага. 
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Међутим, полазни став је био да се одреде амплитуде вертикалних померања 
прагова на изабраним мерним позицијама, па да се на основу распона добијених 
вредности одреде услови ослањања прагова. 
 
 
Слика 6.8 Позиције узорковања микротремора на Деоници А 
 
Приликом узорковања z-оса троаксијалног сензора није била управна на 
раван колосека, већ се налазила под одређеним углом у односу на нормалу. Код 
прагова на Деоници А овај угао износи 18,122°, што значи да ће измерене 
вредности амплитуда померања у правцу нагнуте осе сензора бити 5% мање у 
односу на стварна вертикална померања. Међутим, овај параметар ће бити 
занемарен, јер нема утицај на закључак о условима ослањања прагова. 
Након узорковања микротремора и обраде добијених података, дефинисана 
су три случаја ослањања прагова у складу са три усвојена опсега релативних 
амплитуда у правцу z-осе: 
- добри услови ослањања – релативне амплитуде до 50 μm (плава боја на 
дијаграмима), 
- средњи услови ослањања – релативне амплитуде од 50 μm до 150 μm (наранџаста 
боја на дијаграмима), и 
- лоши услови ослањања – релативне амплитуде од 150 μm до 300 μm (црвена боја 
на дијаграмима). 
На сликама 6.9-6.12 су приказани дијаграми зависности максималне 
амплитуде померања у правцу z-осе од фреквенције за 80 узоркованих 
микротремора на праговима. Дијаграми приказују измерене вредности амплитуда 
(испрекидана линија) и вредности амплитуда добијених филтрирањем података 
функцијом Running Average са 3 тачке (пуна линија). Утврђено је да на Деоници А 
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постоји 43 прага са добрим, 30 прагова са средњим и 7 прагова са лошим 
условима ослањања. Такође, са дијаграма се може уочити да су највећа 
вертикална померања регистрована при фреквенцијама распона од 10 Hz до 20 Hz. 
 
 



















На слици 6.13 су дати дијаграми промене највећих амплитуда померања по 
стационажама дуж прве мерне деонице. На дијаграму (1) је извршено филтрирање 
података функцијом Running Average са 3 тачке, а на дијаграму (2) са 7 тачака. 
Овим поступком филтрирања су ублажене скоковите промене. 
 
 
Слика 6.13 Промене највећих амплитуда померања дуж Деонице А 
применом филтера Running Average са: (1) 3 тачке и (2) 7 тачака 
 
На слици 6.14 је, применом раније изложеног поступка, приказана 3D површ 
која представља промену спектралних карактеристика дуж мерне деонице. Потом 






Слика 6.14 Промена спектралних карактеристика дуж Деонице А 
 
 
Слика 6.15 Дијаграм просторне расподеле 
зависности амплитуде од фреквенције на Деоници А 
 
У складу са сликом 6.15, може се видети да од стационаже km 57+311 до   
km 57+322 колосек нема добре услове ослањања. Поред тога, у околини 
стационажа km 57+308, 57+324, 57+330, 57+334 и 57+344 постоје изоловане зоне 
на којима прагови немају добре услове ослањања. 
Како би се истакле промене спректралних карактеристика дуж Деонице А, на 
слици 6.16 је приказано пет дијаграма. Ови дијаграми представљају амплитуде 
вертикалног померања за фреквенције: 10, 12, 14, 16 и 18 Hz. Дакле, ових пет 
дијаграма представља пет подужних профила површи са слике 6.14 – по један 
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профил за сваку од наведених фреквенција. Може се уочити да се највеће 
амплитуде померања јављају при фреквенцији 12 Hz. 
 
 
Слика 6.16 Амплитуде померања дуж Деонице А при различитим фреквенцијама  
6.2.4 Узорковање и анализа микротремора прагова на Деоници В 
На слици 6.17 је дат шематски приказ позиција узорковања микротремора на 
праговима на Деоници В. Троаксијални сензор је, као и на претходној деоници, 
постављан на позицију непосредно поред шинског причвршћења са унутрашње 
стране колосека. На овој деоници узорковање је вршено наизменично са леве и 
десне стране, како би се утврдиле разлике релативних амплитуда вертикалног 
померања дуж леве и десне стране прагова у колосеку. Узорковање је вршено на 
сваком другом прагу, а потом су снимљени подаци филтрирани функцијом 
Running Average са три тачке како би се истакао општи тренд вертикалног 





Слика 6.17 Позиције узорковања микротремора на Деоници В 
 
Приликом узорковања z-оса троаксијалног сензора није била управна на 
раван колосека, већ се налазила под одређеним углом у односу на нормалу. Код 
прагова на Деоници В овај угао износи 4,289°, што неће имати утицај на стварна 
вертикална померања. 
Након узорковања микротремора и обраде добијених података, а у складу са 
три претходно усвојена опсега релативних амплитуда у правцу z-осе, утврђено је 
да сви прагови на овој деоници имају добре услове ослањања. Резултат 
узорковања је потврдио полазну претпоставку да на Деоници В не постоји 
проблем са ослањањем прагова. 
На сликама 6.18-6.21 су приказани дијаграми зависности максималне 
амплитуде померања у правцу z-осе од фреквенције за 80 узоркованих 
микротремора на праговима. Дијаграми приказују измерене вредности амплитуда 
(испрекидана линија) и вредности амплитуда добијене филтрирањем података 
























На слици 6.22 су дати дијаграми промене највећих амплитуда по 
стационажама дуж леве (1) и десне (2) стране колосека. При формирању дијаграма 
извршено је филтрирање података функцијом Running Average са пет тачака. 
 
 
Слика 6.22 Промене највећих амплитуда померања на левој страни (1) 
и десној страни (2) дуж Деонице В применом филтера Running Average са 5 тачака 
 
Четири прага на слици 6.22-2 имају амплитуде вертикалног померања веће 
од 80 μm, што значајно утиче на облик филтрираног сигнала. Међутим, 
филтрирани сигнали дуж десне и леве стране Деонице В припадају истом опсегу 
амплитуда од 20 μm до 60 μm. 
На слици 6.23 је приказана 3D површ која представља промену спектралних 
карактеристика дуж Деонице В. Потом је на слици 6.24 приказан дијаграм 





Слика 6.23 Промена спектралних карактеристика дуж Деонице В 
 
 
Слика 6.24 Дијаграм просторне расподеле 
зависности амплитуде од фреквенције на деоници В 
 
Највеће вредности амплитуда померања на Деоници В су се јавиле на 
фреквенцији 15 Hz (слика 6.25), насупрот фреквенцији од 12 Hz на Деоници А. 
Разлика у вредности фреквенција при којима долази до амплитуда померања jе 





Слика 6.25 Амплитуде померања дуж Деонице В при различитим фреквенцијама 
6.3 Упоредна анализа услова ослањања прагова и 
параметара геометрије колосека 
Резултати анализе микротремора на Деоници А су упоређени са дијаграмима 
вертикалног одступања и витоперности колосека. Будући да су микротремори на 
Деоници А узорковани на левој страни сваког прага, поређење резултата анализе је 
извршено за дијаграм вертикалног одступања леве шине. На Деоници В није 
вршено ово поређење обзиром на униформне резултате анализе микротремора и 
занемарљива вертикална одступања и витоперност. 
Упоредни преглед услова ослањања прагова и одговарајућих параметара 
геометрије дуж Деонице А је приказан на сликама 6.26 и 6.27. Слика 6.26 покрива 
одсек од km 57+300 до km 57+325 (прагови 1-39), а слика 6.27 покрива одсек од 
km 57+325 до km 57+350 (прагови 40-80). У складу са [2], на сликама 6.26 и 6.27 
су приказане AL, IL и IAL вредности вертикалног одступања и витоперности за 





Слика 6.26 Упоредна анализа услова ослањања прагова 1-39 и: 
(горе) вертикалног одступања леве шине, (доле) витоперности колосека 
 
На почетку Деонице А уочава се одређен ниво вертикалног одступања, уз 
истовремено добре услове ослањања. Од стационаже km 57+308 почиње одсек са 
великим бројем прагова са средњим и лошим условима ослањања. Одсек са 
оваквим условима ослањања се рефлектује у виду велике витоперности колосека 
после стационаже km 57+315, заједно са значајним вертикалним одступањима. 
Услед лоших услова ослањања, на стационажи km 57+318 витоперност је три пута 





Слика 6.27 Упоредна анализа услова ослањања прагова 40-80 и: 
(горе) вертикалног одступања леве шине, (доле) витоперности колосека 
 
Од стационаже km 57+325 до km 57+337 постоји неколико прагова са 
средњим условима ослањања. Одсек са значајним бројем прагова са средњим 
условима ослањања почиње после стационаже km 57+337, што је праћено 
значајним променама у витоперности колосека и мање израженим вертикалним 
одступањем леве шине. Да би се ова појава на терену додатно испитала неопходно 
би било извршити узорковање микротремора на десној страни прагова дуж 
Деонице А. 
Услови ослањања прагова дуж Деонице А, приказани на сликама 6.26 и 6.27, 
потврђују став да се нерегуларно ослоњени прагови углавном јављају у низу на 
одређеној дужини колосека, као што је истакнуто у [78]. 
Слика 6.28 приказује однос између максималних амплитуда померања 
(слика 6.16) и вертикалног одступања леве шине дуж Деонице А. У складу са 
сликом 6.28, амплитуде вертикалног померања преко 200 μm се поклапају са 




Слика 6.28 Однос између максималних амплитуда вертикалног померања 








7 СЕИЗМОМЕТРИЈСКО ТОМОГРАФСКО 
КАРТИРАЊЕ ДОЊЕГ СТРОЈА 
 
Деонице колосека са лошим квалитетом вертикалне геометрије су последица 
диференцијалног слегања колосека услед пропадања застора од туцаника и/или 
накнадног слегања доњег строја [96]. Нагле промене на дијаграмима вертикалног 
одступања могу да укажу на овакве деонице. Са друге стране, овакве деонице се 
одликују и брзим степеном пропадања вертикалне геометрије. 
7.1 Анализа пропадања вертикалне геометрије 
На Деоници А (поглавље 6.2.2) су извршене инспекције мерним колима 31. 
јула 2013. године и 12. марта 2014. године. У међувремену нису вршене корекције 
геометрије колосека на овој деоници. Упоредном анализом дијаграма вертикалног 
одступања леве и десне шине, који су снимљени током ове две инспекције, може 
да се оцени стање вертикалне геометрије колосека на Деоници А. Слике 7.1 и 7.2 
приказују дијаграме вертикалног одступања леве и десне шине, снимљене током 






Слика 7.1 Упоредни приказ дијаграма вертикалног одступања 
леве шине у две узастопне инспекције на Деоници А 
 
 
Слика 7.2 Упоредни приказ дијаграма вертикалног одступања 
десне шине у две узастопне инспекције на Деоници А 
 
У циљу једноставније анализе, на слици 7.3 је приказана промена 





Слика 7.3 Пропадање вертикалне геометрије дуж Деонице А 
 
Дакле, у периоду од 31. јула 2013. године до 12. марта 2014. године, највећи 
ниво промене вертикалне геометрије на Деоници А је износио до око 4 mm. У 
близини стационаже km 57+350 највећи ниво промене вертикалне геометрије је 
износио око 8 mm. Треба нагласити да би достизање овако великих вредности 
било могуће услед изразито великог слегања доњег строја. Међутим, ове 
вредности могу бити последица снимања геометрије у различитом периоду у току 
године, као и последица непоклапања стационажа при различитим мерењима [97]. 
Наиме, у летњим месецима се услед високих спољашњих температура може 
очекивати мање присуство влаге у доњем строју на критичним деоницама, чиме 
се смањује његова стишљивост, односно смањују се угиби при оптерећењу. У 
складу са тим, одсеци са највећим променама вертикалне геометрије представљају 
места на којима се може очекивати слегање доњег строја. Са друге стране, 
применом савремених мерних кола грешке неподударања стационажа у 
различитим мерењима се у највећој мери отклањају применом GPS (Global 
Positioning System) опреме, а може се спровести и анализа и поправка података 
снимљених мерним колима [97]. 
У околини стационаже km 57+308 се може очекивати значајније слегање 
доњег строја у пресеку испод десне шине, док се у близини стационажа               
km 57+317 и km 57+350, као и на одсеку од km 57+325 до km 57+335 очекују 
значајна слегања доњег строја на целој ширини планума. 
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7.2 Испитивање стања доњег строја 
Испитивање стања доњег строја је извршено примeном пoступкa 
сeизмoмeтриjскoг тoмoгрaфскoг кaртирaњa, које је засновано нa пojaви дa сe 
сeизмo-aкустички тaлaси прeнoсe рaзличитим брзинaмa крoз срeдинe сa 
рaзличитим физичкo-мeхaничким свojствимa. На местима слегања доњег строја 
долази до појаве локалних улегнућа планума које испуњава туцаник (тзв. 
засторни џепови и засторне вреће) и у којима углавном долази до задржавања 
воде (слика 7.4). Приликом проласка таласа кроз описане деформације на 
плануму, долази до промене њихове брзине простирања. 
 
 
Слика 7.4 Последица слегања доњег строја железничке пруге 
 
Meрeњa на Деоници А, која су спроведена за потребе ове Дисертације уз 
техничку подршку CNTG д.о.о. Београд, реализована су у августу 2014. године 
примеом сeизмoмeтриjског aквизициoног систeма RAS-24 (приказан на слици 7.5), 
чији је произвођач компанија Seistronix (USA). Табела 7.1 приказује параметре 
аквизиције помоћу којих је извршено сeизмoмeтриjскo тoмoгрaфскo кaртирaњe. 
 
 




Табела 7.1 Параметри аквизиције за сeизмoмeтриjскo тoмoгрaфскo кaртирaњe 
Параметар аквизиције Вредност 
Брoj гeoфoнa (кaнaлa) 24 
Рaстojaњe измeђу гeoфoнa 1,95 m 
Брoj тaчaкa инициjaциje (побуде) 13 
Извoр сeизмo-aкустичких тaлaсa Маљ масе 8 kg 
Сoпствeнa фрeквeнциja гeoфoнa 14 Hz 
Интeрвaл узoркoвaњa 125 μs 
Трајање снимaња 100 ms 
 
Дужинa гeoфoнскoг диспoзитивa билa je 44,85 m, дoк je рaстojaњe измeђу 
тaчaкa инициjaциje и нaспрaмних гeoфoнa изнoсилo 5,6 m. Пoвршинa кoja je тaкo 
пoкривeнa изнoсилa je oкo 251 m
2
. 
Слика 7.6 приказује шему сеизмометријског прозрачивања планума која је 
примењена у испитивању Деонице А. Тачке иницијације представљају тачке у 
којима се задаје побуда (ударац маљем). Taлaсни фрoнт сa свaкe oд тaчaкa 
инициjaциje рeгиструjу сви геофони. Meђутим, улaзни угao тaлaсних зрaкoвa сe 
пoвeћaвa сa удaљaвaњeм oд тaчкe инициjaциje, пa на удаљенијим геофонима 
долази до појаве различитих смeтњи. Дa би се отклонили ови ефекти, у прoцeсу 
обраде података кoришћeни су пoдaци сa сeдaм сeнзoрa – једног нaспрaмнoг у 
односу на тачку иницијације и пo три са лeве и дeсне (слика 7.6). 
 
 
Слика 7.6 Шема сеизмометријског прозрачивања планума на Деоници А 
 
Oбрaдa и мoдeлoвaњe пoдaтaкa дoбиjeних пoступкoм сeизмoмeтриjскoг 
тoмoгрaфскoг кaртирaња, извeдeнe су прoгрaмским пaкeтимa RAS-24 System 
Software и GeoTomCG 8.5. Moдeлoвaњeм oбрaђeних пoдaтaкa дoбиja сe кaртa 






Слика 7.7 Кaртa расподеле брзина простирања таласа кроз планум на Деоници А 
 
Упоредном анализом слика 7.3 и 7.7 потврђено је: 
- слегање доњег строја са десне стране у близини стационаже km 57+308, 
- слегања доњег строја на целој ширини планума у близини стационажа               
km 57+317 и km 57+350, као и на одсеку од km 57+325 до km 57+335. 
У близини стационаже km 57+306 може се уочити постојање промена у брзини 
простирања таласа на левој страни планума. Међутим, ова појава може да буде 
последица слабијег прозрачивања планума, односно мањег броја таласних зрака у 







8 ЗАКЉУЧАК И СМЕРНИЦЕ ЗА ДАЉА 
ИСТРАЖИВАЊА 
 
Стварање јединственог европског железничког система, захтева 
интероперабилност и компатибилност железничке инфраструктуре. На тај начин 
би се постигло стање јединства и повезаности, као и функционално усклађивање 
међусобно условљених делова сложеног железничког система, укључујући 
железничку инфраструктуру. Србија је део европске транспортне мреже, кроз чију 
територију пролазе два европска саобраћајна коридора, од којих је један 
железнички коридор X. Неопходност интеграције железничке мреже Србије у 
европску железничку мрежу подразумева унапређење нивоа квалитета 
железничке инфраструктуре у складу са европским техничким условима. 
Примена савремене европске саобраћајне политике подразумева 
искоришћавање предности које железнички транспорт пружа у поређењу са 
другим видовима. Кроз време се очекује повећање сaoбрaћajних и oсoвинских 
oптeрeћeња, као и брзина возова у условима високе расположивости железничког 
система. Једна од последица очекиваног раста обима железничког саобраћаја је 
повећање потребних финансијских средстава и смањење неопходног времена за 
активности одржавања, како би се осигурала безбедност и удобност вожње, у 
условима максималног искоришћења животног века свих елемената конструкције 
горњег и доњег строја железничке пруге. 
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Познато је да услед акумулираног саобраћајног оптерећења долази до 
неизбежног пропадања геометрије колосека. У складу са тим, неопходно је 
дефинисати политику и стратегију одржавања колосека, са циљем да се 
континуално прати стање и предвиђа тренд пропадања геометрије колосека како 
би се утврдили и спроводили краткорочни и дугорочни планови оптималног 
одржавања. У том смислу, неопходан је јединствен приступ у вредновању 
квалитета геометрије колосека. На нивоу Европске Уније још увек је отворено 
питање вредновања квалитета геометрије колосека и постоји широк простор за 
даља истраживања у том смеру. Тема Докторске дисертације је истраживање 
примене фрaктaлне aнaлизе пoдaтaкa добијених снимањем гeoмeтриje кoлoсeкa у 
области вредновања квалитета гeoмeтриje, плaнирaња активности oдржaвaњa и 
oцeне узрoкa прoпaдaњa гeoмeтриje колосека. Истраживање је усмерено на 
пропадање вeртикaлнe гeoмeтриje. Циљ Дисертације је давање дела одговора на 
отворена питања вредновања квалитета геометрије колосека кроз предлагање 
оригиналног индекса квалитета геометрије колосека (TQI – Track Quality Index) 
који је заснован на фракталној димензији. 
У Дисертацији се полази од става да је инспекција геометрије колосека 
заснована на праћењу пет главних параметара геометрије колосека, дефинисаних 
стандардом EN 13848-1. Европским стандардима, који су прихваћени као српски 
стандарди, експлицитно су дефинисане толеранције за сваки параметар 
појединачно само на нивоу грaницa хитнe интeрвeнциje (IAL – Immediate Action 
Limit). Прекорачењем ове граничне вредности захтева се предузимање мера у 
циљу смањења ризика од исклизнућа на прихватљив ниво, што се постиже 
затварањем пруге за саобраћај, увођењем споре вожње или неодложном 
поправком геометрије колосека. Управљачу инфраструктуре је препуштен широк 
простор за дефинисање толеранција на нивоу грaница интeрвeнциje (IL – 
Intervention Limit) и граница упoзoрeњa (AL – Alert Limit) узимајући у обзир 
карактеристике мреже, возног парка и стратегије одржавања, уз јасну законску 
обавезу у погледу одржавања и унапређивања безбедности према европским 
захтевима [99-101]. 
На нивоу европске железничке инфраструктуре није прописан јединствен 
метод помоћу којег ће одступања по појединачним параметрима геометрије 
172 
 
колосека бити тумачена као индекс квалитета геометрије колосека. За сада, 
различите железничке управе користе различите показатеље квалитета геометрије 
колосека. Стандардна девијација одступања параметара је једaн од најчешће 
коришћених TQI показатеља геометрије колосека. Она описује расподелу сигнала 
мерених параметара на деоници колосека у односу на средњу вредност сигнала на 
тој деоници. Поред стандардне девијације, у употреби су и метода анализе 
убрзaњa мaтeриjaлнe тaчкe (PMA – Point Mass Acceleration), метода анализе 
одзива возила (VRA – Vehicle Response Analysis) и aнaлизa густинe спeктрa снаге 
(PSD – Power Spectral Density). 
У оквиру Дисертације је истраживана примена фракталне димензије као 
показатеља квалитета геометрије колосека. Примена фракталне анализе у овој 
области је идеја која је започета Hyslip-овим истраживањима 2002. године. Hyslip 
је због једноставности примене и брзине спровођења анализе (тадашње 
хардверско ограничење) применио измењену методу корачања за фракталну 
анализу параметра вертикалног одступања. Недостаци ове методе су већа 
одступања фракталних димензија које се добијају као резултат анализе, као и 
стварање привида о фракталној вишедимензионалности вертикалног одступања 
као једног од параметара геометрије колосека. У закључку својих истраживања, 
Hyslip упућује на неопходност теренских испитивања како би се доказала 
оправданост коришћења TQI показатеља заснованог на фракталној димензији. У 
складу са таквим закључком, теренска испитивања су спроведена на две 
референтне деонице пруге Београд-Врбница за потребе ове Дисертације, а 
резултати мерења и њихова анализа су приказани у поглављима 6 и 7. 
За разлику од претходних истраживања, у којима је примењивана једна 
метода фракталне анализе на једном параметру геометрије колосека, у овој 
Дисертацији је на основу истраживања расположивих метода за фракталну 
анализу издвојен скуп метода погодних за анализу параметара геометрије 
колосека (бокс метода, метода корачања, измењена метода корачања и метода 
прелазака). Након тестирања метода из овог скупа, предност је дата бокс методи 
због мале дисперзије резултата добијених тестирањем параметра витоперности 
колосека на две деонице пруге. С обзиром да је у литератури бокс метода оцењена 
као захтевна за програмирање [47,48], у овоj Дисертацији су најпре утврђени и 
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решени практични и програмерски проблеми везани за њену примену, након чега 
је развијен оригиналан софтверски алат коришћењем програмског језика 
AutoLISP. Овај програмски језик омогућује једноставно графичко представљање 
резултата анализе у CАD окружењу, што је искоришћено за потребе визуелне 
провере добијених резултата. Применом развијеног софтверског алата извршена 
је фрактална анализа параметара геометрије колосека на деоници Лајковац-
Ваљево железничке пруге Београд-Врбница. Развијени софтверски алат омогућује 
аутоматско одређивање фракталне димензије, уз искључивање субјективности 
корисника. За коришћење алата корисник не мора да располаже претходним 
знањима из области фракталне анализе, што омогућује његову широку примену.  
У Дисертацији је предложено да се пре примене фракталне анализе изврши 
нормирање параметара геометрије колосека. Значај оваквог приступа се најлакше 
објашњава на примеру параметра ширине колосека, с обзиром на то да једнаке 
вредности проширења и сужења колосека имају драстично различит утицај на 
безбедност саобраћаја. Неопходно је истаћи да је однос толеранција за 
проширење и сужење у опсегу од 3 до 6 пута у зависности од дозвољене брзине. 
Уколико би се фрактална анализа извршила без претходног нормирања, 
фрактална димензија не би репрезентовала квалитет геометрије колосека (слично 
као и стандардна девијација). Такође, нормирањем се даје основа за међусобно 
поређење фракталних димензија различитих параметара. Ово је од посебног 
значаја када се анализира сложен једновремени утицај сужења, надвишења и 
витоперности на посматраној деоници. 
Фракталне димензије параметара геометрије колосека добијене у анализи су 
послужиле као основ за вредновање квалитета колосека. У Дисертацији су 
предложене две методе вредновања у складу са утврђеним распонима вредности 
фракталне димензије: 
- прва метода подразумева одређивање средње вредности фракталне димензије за 
све параметре геометрије колосека, на основу које се одређује TQI додељивањем 
оцене од 1 (изразито лош) до 5 (одличан); 
- друга метода подразумева додељивање оцена од 1 (изразито лош) до 5 (одличан) 
за сваки параметар геометрије колосека на основу његове фракталне димензије, 
након чега се TQI одређује као средња оцена за све параметре. Применом ове 
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методе се добија бољи визуелни увид у квалитет геометрије дуж анализиране 
деонице. 
У нумеричким примерима који су приказани у Дисертацији дат је једнак 
утицај на безбедност за сваки параметар геометрије колосека. Оставља се 
могућност да се једноставним увођењем тежинских коефицијената у складу са 
појединачним утицајем параметра унесе преференција Управљача 
инфраструктуре (према карактеристикама возног парка, трасе, захтеване 
удобности вожње и слично). На основу анализе квалитета геометрије колосека на 
деоници Лајковац-Ваљево, утврђена је Деоница А са најмањом просечном оценом 
(најлошијим квалитетом) и Деоница В са највећом просечном оценом (најбољим 
квалитетом). 
Предложен TQI показатељ заснован на фракталној димензији може да се 
користи на нивоу анализе неопходне за средњерочно одржавање колосека и 
планирање обнове, као и на нивоу анализе неопходне за доношење стратешких 
одлука за одржавање железничке мреже. Са друге стране, оцена индивидуалних 
одступања параметара геометрије колосека и даље је неопходна на нивоу детаљне 
анализе за доношење одлука за локалне захтеве, кратке периоде одржавања 
колосека и ограничења одвијања саобраћаја. 
Теренска испитивања спроведена за потребе ове Дисертације су обухватала 
мерење микротремора прагова и сеизмометријско томографско картирање доњег 
строја. Анализа резултата испитивања је доказала да на Деоници А постоји 
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Прилог 2.1 Ситуациони план железничке пруге Београд-Врбница – Деоница од 
km 49+400 до km 57+000 
 
Прилог 2.2 Ситуациони план железничке пруге Београд-Врбница – Деоница од 
km 57+000 до km 65+100 
 
Прилог 2.3 Ситуациони план железничке пруге Београд-Врбница – Деоница од 
km 65+100 до km 72+400 
 
Прилог 2.4 Ситуациони план железничке пруге Београд-Врбница – Деоница од 




































Прилог 3.1 Подужни профил железничке пруге Београд-Врбница – Деоница од 
km 51+100 до km 57+700 
 
Прилог 3.2 Подужни профил железничке пруге Београд-Врбница – Деоница од 
km 57+700 до km 64+500 
 
Прилог 3.3 Подужни профил железничке пруге Београд-Врбница – Деоница од 
km 64+500 до km 71+300 
 
Прилог 3.4 Подужни профил железничке пруге Београд-Врбница – Деоница од 













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Биографски подаци о кандидату 
Лука Лазаревић је рођен 10.06.1986. године у Ваљеву, где је завршио 
Основну школу и Гимназију са одличним успехом. Грађевински факултет 
Универзитета у Београду уписао је 2005. год. Дипломирао је 2009. год. са 
просечном оценом 8,40. Синтезни пројекат са темoм „Просторно обликовање 
рампе за надвишење према европским нормама ENV 13803-1“ одбранио је са 
оценом 10. Мастер академске студије је завршио 2010. год. са просечном оценом 
10. Мастер рад са темoм „Рампа за надвишење као просторни елемент трасе 
железничке пруге“ одбранио је са оценом 10. 
Докторске академске студије на Грађевинском факултету Универзитета у 
Београду уписао је 2010. год. На поменутим студијама положио је све испите са 
просечном оценом 10. Запослен је на Грађевинском факултету Универзитета у 
Београду у звању асистента за уже научне области Планирање и пројектовање 
железница и Конструкција, грађење и одржавање железница. У настави је 
ангажован на извођењу вежби на предметима „Планирање и пројектовање 
железница 1“, „Планирање и пројектовање железница 2“, „Горњи строј 
железница“, „Одржавање железничких пруга“, „Саобраћајнице и животна 
средина“ и „Железничке станице“, као и на предмету „Саобраћајни 
инфраструктурни системи“ у периоду од 2011-2013 год. Досадашњи педагошки 
рад Луке Лазаревића високо је оцењен од стране предметних наставника и 
студената. 
Активно учествује у истраживању и изради радова у научним часописима и 
на научним скуповима домаћег и међународног значаја. Коаутор је два поглавља 
у монографији међународног значаја (категорије М14). До сада је објавио 7 
радова у часописима на SCI листи (2 рада категорије М22 и 5 радова категорије 
М23), 3 рада категорије М24, 39 радова на међународним конгресима (36 радова 
категорије М33 и 3 рада категорије М34), 12 радова у домаћим часописима, 3 рада 
у часописима у SCОPUS бази, 5 радова на домаћим конгресима (категорије М63). 
Остварио је 35 хетероцитата (од тога 2 хетероцитата у часописима категорије М21 
и 3 хетероцитата у часописима категорије М23), као и 34 аутоцитата (од тога 12 
 
 
аутоцитата у часописима са SCI листе). Учествовао је у изради две стручне 
студије, од којих је једна међународног карактера. 
Учесник је Технолошког пројекта Министарства за просвету, науку и 
технолошки развој Републике Србије бр. 36012 „Истрaживaњe тeхничкo-
тeхнoлoшкe, кaдрoвскe и oргaнизaциoнe oспoсoбљeнoсти Жeлeзницa Србиje сa 
aспeктa сaдaшњих и будућих зaхтeвa Eврoпскe Униje“, чија је реализација у току. 
Учествовао је на једном међународном пројекту. 
Члан је Кластера железница за Југоисточну Европу, као и Алијансе 
SEESARI (South East Europe Alliance for Rail Innovation). Члан је групе за 
грађевински део у Комисији за стандардизацију (П 256 – Примене на железници), 
Института за стандардизацију Србије. Члан је међуресорне радне групе за израду 
подзаконских аката на основу Закона о жичарама за транспорт лица. 



